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Die Erklarung des. Problems der hohen Sprengfestigkeit 


umlaufender Scheiben. 


Von R. Grammel in Stuttgart. 


1. Einleitung. Die durch Messungen einwandfrei gesicherte Tatsache, daB die Sprengfestig- 
keit umlaufender Scheiben ungefahr anderthalb- bis zweieinhalbmal so gro® ist wie die ZerreiB- 
festigkeit des gleichen Werkstoffes beim Zugversuch, hat unter den Fachleuten einen nun fast 
fiinfzig Jahre andauernden Streit der Meinungen! verursacht, beginnend mit den Auseinander- 
setzungen zwischen M. Griibler und C. Bach, und fortgefiithrt durch die Abhandlungen von 
O. Mohr, A. Martens, M. Enflin, G. v. Doepp, G. Schlesinger, C. Krug, H. Schlechtweg, H. Pamler 
und anderen. Da die Erscheinung zuerst an Schleifscheiben, also bei nichtmetallischen Werk- 
stoffen beobachtet worden ist, so hat man versucht, etwaige Abweichungen vom Hookeschen 
Gesetz fiir sie verantwortlich zu machen. Man hat sie auch durch ,, Hypothesen ad hoc“ zu deuten 
‘sich bemiht. Eine befriedigende Erklarung ist aber bis heute keineswegs gelungen. 

Die Grundgesetze der Festigkeitslehre, sei es mit dem Hookeschen oder einem allgémeineren 
_Ansatz, lassen keinen wesentlichen Unterschied zwischen der Festigkeit des Sprengversuchs 
und des ZerreiBversuchs zu, weil in beiden Fallen das Uberschreiten der gleichen Zugspannung 
den Werkstoff zerstéren mu. Man kinnte dabei héchstens geltend machen, daB® beim ZerreiBen 
im Zugversuch der Werkstoff einem eindimeasionalen Spannungszustand unterworfen ist, 

beim Sprengen der umlaufenden Scheibe aber einem zweidimensionalen. Das macht indessen, 
wie ich zum Schlusse in Ziff. 4 nachweisen werde, selbst im auf ersten Falle nur wenige Hun- 
dertste! aus und reicht demnach zur Erklaérung der auffallenden Erscheinung bei weitem nicht 
hin. Da man an den Grundlagen der Elastomechanik nicht zweifeln kann, so ist also zu ver- 
muten, da® allen bisherigen Uberlegungen iiber dieses Problem ein grundsatzlicher Denkfehler 
anhaftet. Ich glaube diesen Fehler entdeckt zu haben und will den scheinbaren Widerspruch 
im folgenden lésen. 


2. Die Mechanik des Sprengversuchs. Wenn eine Scheibe, die wir als ttberall gleichdick 
yoraussetzen wollen, mit der Drehgeschwindigkeit wm umlauft, so treten infolge der Fliehkraft 
in ihr positive Ringspannungen o, und positive 
Am Radialspannungen 0, auf, deren ‘Verlauf uber G : 
dem Halbmesser aufgetragen durch Abb. 1 sche- Gh 
matisch wiedergegeben wird: die gréBte Span- |.“ 
nung ist stets die Ringspannung o,, am Innen- 


ae 
rand der Scheibe. ies 
Man hat nun meines Wissens bisher immer 
aye - den Schluf& gezogen: Sobald Ov, die ZerreifB- r 
7) m7  festigkeit o des Werkstoffes erreicht oder iiber- RS RTE ~"? 
aa steigt, miBte die Scheibe zerspringen; da sie into. 


aber erst bei einem (berechneten) o,, zerspringt, 
das etwa das Doppelte der ZerreiBfestigkeit o ist, so ist ihre Sprengfestigkeit etwa doppelt 
so groB wie die ZerreiBfestigkeit ihres Werkstoffes. 
Dies ist ein Trugschlu8. Denn wenn die Scheibe so rasch umlauft, daf die innere Ringspannung 
Oy, technerisch grofer ist als die Zerreibfestigkeit o, die 4ufere Ringspannung dya aber noch 
kleiner bleibt als G (Abb. 2), so daB es einen Wert r zwischen Innenhalbmesser ry und AuBen- 


1 Die Einzelheiten dieses Streites und die geschichtliche Entwicklung des Problems sind itbersichtlich 
dargestellt bei H. J. Krug, Das Festigkeitsverhalten spréder Kérper bei gleichférmiger und ungleichformiger 
Beanspruchung. Diss. Stuttgart 1938, S. 35. 
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halbmesser r, gibt, fiir welchen o, = 6 wird, so bedeutet das einfach, daf nunmehr der innere 
Teil der Scheibe (von r = ry bis r =7) in den plastischen Bereich oder moglicherweise sogar | 
schon in den Bruchbereich eingetreten ist, wogegen ihr duBerer Teil (von r = r bis r = ra) sich 
immer noch im elastischen’ Bereich, jedenfalls also noch unterhalb der Bruchgrenze des Werk- | 
stoffes befindet. Es besteht keinerlei Grund dafiir, da die Scheibe jetzt schon 
zerspringt. Denn der duBere Teil dér Scheibe halt ja gewi8 immer noch, selbst wenn derinnere | 
Teil der Scheibe schon véllig zerstért ware. 

Um einen naheliegenden Einwand hier gleich zu entkraften, sei bemerkt, daB die Kurve AB 
in Abb. 2 keineswegs mit der Kurve AB in Abb. 1 identisch zu sein braucht; die Kurve CDB | 
in Abb. 2, die allein physikalische Bedeutung hat, mu neu berechnet werden unter der An- | 
nahme, da der Scheibenteil von ry bis r etwa schon im plastischen, der Teil von r bis rg noch : 
im elastischen Bereich liegt, und dann wird natiirlich im allgemeinen die Kurve DB nicht mehr — 
ein Stiick der Kurve AB von Abb. | sein. 

Der bisher stets gemachte Trugschlu8 ist wohl darauf zuriickzufiihren, daB man die ZerreiB- | 
festigkeit G verwechselt hat mit der Sicherheitsgrenze oy, Aus Griinden der Sicherheit | 
wird man die Scheibe im praktischen Betrieb allerdings héchstens so schnell umlaufen lassen, | 
daB o,, nicht gréBer als G wird; denn ein Eintritt in den Plastizitats- oder gar Bruchbereich | 
ist natiirlich fiir alle Teile der Scheibe zu verbieten, weil diese dadurch dauernd geschadigt _ 
wiirde — zerspringen wiirde sie aber darum noch lange nicht. / 

Ein Grund zum wirklichen Zerspringen der Scheibe besteht erst in dem Augenblick, wo der | 
Punkt r ganz nahe bei r, liegt und also die Zerreibfestigkeit o gegen den jetzt noch vorhandenen | 
Wert der Ringspannung. am AuSfSenrand der Scheibe riickt (der aber keineswegs mit dem 
Wert Oya von Abb. 1 iibereinstimmen wird). Wir wollen diesen Wert jetzt berechnen. 


3. Die Zerrei&spannung. Um die tatsiachliche ZerreiBspannung zu ermitteln, machen wir 
die Voraussetzung, da die Scheibe unmittelbar vor dem Bruch ganz plastisch geworden sei. 
Diese Voraussetzung stimmt allerdings nur bei Werkstoffen, die einen rein plastischen Bereich 

vor dem Bruch besitzen; fiir andere Stoffe wird die folgende Rech- 
orbrdy+do;trdg) nung nur noch qualitative Bedeutung haben, also nur noch das Grund- 
satzliche des Vorgangs wiedergeben, doch ist (nach Erfahrungen bei 


w brdrdp anderen Problemen dieser Art) anzunehmen, daf auch bei ihnen zahlen- 
maBig dem Ergebnis kein allzu grofer Fehler anhaftet. 
@bdr * obdr Fir ein Scheibenelement von der Breite dr und dem Zentriwinke! 


dy hat man bei einer Scheibendicke b die in Abb. 3 eingetragenen 
Krafte, nimlich 1) die Radialkrafte o,brdp und o, brdy+d(a, brdg), 
2) die Ringkrafte obdr mit einer nach innen gerichteten Radialkom- 
ponente obdrdqg, wobei also & die Ringspannung ist, die der Werkstoff 
(etwa als Plastizitatsspannung) unmittelbar vor dem Bruch gerade 
noch aufzunehmen fahig ist, und 3) die Fliehkraft (y/g) rw? + brdrdy, wobei y/g die Stoffdichte 
ist; und somit lautet die Gleichgewichtsbedingung 


d(ror) bdy + * w? br? drdp = Gbdrdy 
oder 


G dr —d (ra) = © w*rdr. (1) 


Man integriert dies ttber die ganze Scheibenstarke von r=ry bis r=ra und beachtet dabei, 
daf o ein fester Wert ist, und daB o,; und also auch ro; an beiden Scheibenrandern verschwindet. 
So kommt 
ve 2 
F (ra — 19) = “3 (ra? — 14°) 
oder nach Division mit (ra —ro) 
ss y wo 
| o= yes Tay 19°). (2) 
Ist nun o die ZerreiBfestigkeit des Werkstoffes (eigentlich die Plastizitatsspannung, die er 
aufnehmen kann, und die wir im Rahmen unserer Voraussetzungen hier gleich der ZerreiB- 
festigkeit setzen diirfen), so bedeutet @ in (2) die Drehgeschwindigkeit, bei der die Scheibe tat- 
sachlich springt. 
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Diese ZerreiBfestigkeit ¢ vergleichen wir jetzt mit der zu dieser selben Drehgeschwindigkeit w 
gehérenden rechnerischen Héchstspannung o,,, welche so ermittelt ist, wie wenn die 
Scheibe bis dahin im elastischen Bereich gelaufen ware, und welche man bisher irrtiimlicher- 
weise als Sprengspannung der Scheibe ansehen zu sollen glaubte (weil man nicht bedachte, 
da8 oy, nur eine auf fiktiver Grundlage berechnete, aber keine im Augenblick des Bruches 
tatsachlich vorhandene Spannung ist). Dieser langst aus der Theorie der umlaufenden Scheiben 
bekannte Wert o,, gehorcht mit der Querdehnzahl y der Formel! 

y wo 


Go, = et [(3 +») ra? + (1—v) ae (3) 


Aus (2) und (3) ergibt sich das Verhiiltnis p =o,,/¢ der beiden Festigkeitswerte zu 
- 3 G+?) re + (L— 9) 16? 


Pa ra” + rarg + To” (4) 
eder mit y= 14 und dem Scheibenparameter 0 =Ta/T) dimensionslos geschrieben 
et (DE 
eS Pj eras sola 
f eter (6) 


Die GriBe p, welche angibt, das Wievielfache die angebliche ,,Sprengfestigkeit“ o, ) von der 
tatsachlichen ZerreiBfestigkeit ¢ ist, wird durch Abb. 4 abhangig vom Scheibenparameter 0 
dargestellt. Man erkennt, daB in der Tat oy, das Doppelte von G er- 
reichen und sogar bis zum Zweieinhalbfachen von o ansteigen kann. /? 
Damit ist das Paradoxon der hohen Sprengfestigkeit der Scheiben 
ganz allein aus den Grundgesetzen der Festigkeitslehre erklart. 


Eine experimentell nachpriifbare Folgerung dieser Erklarung be- 
steht darin, daB, wie Abb. 4 zeigt, der Faktor p fiir Scheiben mit 
groBer Bohrung (¢ klein) kleiney ist als fiir solche mit kleiner Bohrung 7} -- 
- (@ groB), wenn man den AuBenhalbmesser beibehalt. Diese Folgerung 
wird durch die Sprengversuche von Whitcomb? tatsachlich bestatigt. 
Allerdings méchte ich ausdriicklich betonen, daB ich den Werten 0 
von Abb. 4 nur qualitative Bedeutung beimesse, da die Rechnung 
ja vollige Plastizitat der Scheibe beim Bruch voraussetzte; eine sehr 
genaue zahlenmafBige Ubereinstimmung mit den Sprengversuchen darf man nicht ohne wei- 
teres erwarten. 


Abb. 4. 


Schreibt man die Hauptformel (2) mit @ =ra/ry und mit der Sprenggeschwindigkeit va = raw 
in der Form 
3g e° 
a? = 5 6 
‘ Vm se eat (6) 
so besteht eine weitere, experimentell nachpriifbare Folgerung darin, daB die Sprenggeschwindig- 
keit va unabhangig vom AuBenhalbmesser ra ist, falls man ra und rp gleichzeitig so variiert, dab 
das Verhaltnis 9 unverdndert bleibt. Auch diese Folgerung wird durch die Versuche von Whit- 


comb gut bestatigt. 


4, Der Einflu8 des zweidimensionalen Spannungszustandes. Nun mu noch ein in Ziff. 1 
angedeutetes Bedenken entkraftet*werden. Bei solchen Werkstoffen, fiir welche man als Mah 
der ZerreiBfestigkeit nicht die gré®te Spannung anzusehen hat, die der Werkstoff aushalt, 
sondern die gréBte bezogene Formanderungsarheit, die er aufzunehmen fahig ist, kann die 
ZerreiBfestigkeit des zweidimensionalen Spannungszustandes (umlaufende Scheibe) sehr wohl 
gréBer sein als die ZerreiBfestigkeit des eindimensionalen (beim ZerreiBversuch), da die beiden 
Spannungen des zweidimensionalen Spannungszustandes, wenn sie beide Zugspannungen sind, 
infolge der Querzusammenziehung, die jede erzeugt, sich gegenseitig in der Dehnung und also 
auch in der Arbeitsleistung behindern. Wir wollen uns aber davon iiberzeugen, daf dies viel zu 
wenig ausmacht, um den (in Ziff. 3 wirklich enthiillten) Unterschied zwischen Zerreif- und 


Sprengfestigkeit zu erklaren. 


1 Siehe z. B. C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, S. 626 [zweite Formel (6) mit (7) und 
(5) sowie 0p) = da = OJ. 
2 K. F. Whitcomb, Grits and Grinds 1930 (zitiert nach H. J. Krug, a. a. O. S. 40). 


L tt as 

‘ C s ‘ . Se . : 

4 Grammel: Die Erklarung des Problems der hohen Sprengfestigkeit. Ingenieur-Archiv 
SS eS SS Sy ey a ae 


Die bezogene Formanderungsarbeit eines eindimensionalen Spannungszustandes o, (Zer- 
reiBversuch) ist mit dem Elastizitatsmodul F , 
Dapns's 
wan Oy 


diejenige des zweidimensionalen Spannungszustandes Gy, 0, (Sprengversuch) 


I 
/x) g 4 Or + Ore == 2 y Oy Gn) 


= or | 


Ni Sere Setzt man jetzt o, = x0, wo x ein in der Scheibe veranderlicher Faktor 
ist, und setzt die beiden Ausdriicke & einander gleich, so folgt 


sta ee 
gs ! Ogi Opal fe), aa) \/ 1+ x2—2yx. (7) 
Die Funktion f(x), deren Verlauf Abb. 5 fiir » = 14 zeigt, ist im Intervall 
1 0<x<2y gréBer als 1 und erreicht bei x =y ihren Héchstwert 
{ A Eee ee \ 
0 3 2h Tah ee 1! 
Tia Re: Ff (%)max =e Volos a 1,06. (8) 
Wie Abb. 1 erkennen laBt, ist jedenfalls fiir die inneren Teile der Scheibe die Radialspannung o, | 
nur ein kleiner Bruchtei! der Ringspannung o,, somit x <2 und also dort f(x)>1,s0 daB dort | 


nach (7) sicherlich op> 0, d.h. die ,,Sprengfestigkeit“* o, des zweidimensionalen Spannungs- 
zustandes der Scheibe gréBer als die ZerreiBfestigkeit o, des eindimensionalen Spannungszu- 
standes des Werkstoffes ist. Aber es ist 4uBerstenfalls o,= 1,06 o,, also o, um héchstens 6 % 
eréBer als o,, und auch das nur in gewissen inneren Teilen der Scheibe, keinesfalls an ihrem 
Innenrand, wo immer noch x =0 bleibt, und wo doch der Bruch beginnen muf. 

Nun gilt aber bei vielen Werkstoffen als Maf der Festigkeit nicht die bezogene Formanderungs- / 
arbeit, sondern nur der Teil von ihr, den man bezogene Gestaltanderungsarbeit nennt, und der | 
allgemein durch den Ausdruck? 


dargestellt wird, wo G den Schubmodul und o,, 6, ¢; die drei Hauptspannungen eines drei- 
dimensionalen. Spannungszustandes bedeuten. Dies gibt fiir den eindimensionalen Spannungs- 


zustand mit 0, = 03; = 0 
6," 
Re ae. 6 GC > 
fiir den zweidimensionalen der Scheibe mit 0, =06y, 62=67r, 63 =90 
Q 1 Poel 2 ; 
VE — 6 G (Oy T Or~ Ow Or). 
Setzt man wieder 0, = xy, so kommt jetzt 
Op = 01. g(x) mit a(x) =1/)/ 14+ 22—-«. (9) 


Die Funktion g(x), deren Verlauf Abb. 6 zeigt, ist im Intervall0<x<1 
gréBer als 1 und erreicht bei x =“% ihren Héchstwert 


re 
2 (X)max = / 3 = Talos (10) 
Da in der ganzen Scheibe x <1 ist, so ist nach (9) wiederum o, > 0,, aber duBerstenfalls 
Oy = 1,15 o,. Die beobachtete héhere Sprengfestigkeit lieBe sich mithin auch auf diese Weise 


keineswegs erklaren. 


(Eingegangen am 21. November 1944.) 


1 Vel. C. B. Biezeno und R. Grammel, a.a.O. S$. 31. 
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Die Tensorwaage. 


Von W. Kiafke in Friedrichshafen. 


1. Einleitung. Die GréBen der Physik lassen sich in Skalare und Vektoren einteilen. Skalare 
_ (wie Zeit, Arbeit, Temperatur) sind bekanntlich durch Angabe ihres Betrages vollig bestimmt, 
wahrend die Vektoren (wie Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung) auBerdem noch die An- 
gabe ihrer Richtung verlangen. Zwischen Skalaren und Vektoren sind nun verschiedenartige 
Beziehungen méglich; so kann ein Skalar von einem Skalar (z. B. die Temperatur von der 
Zeit) oder von einem Vektor (z. B. die Arbeit von der Kraft) abhangen, ebenso kann sich ein 
Vektor mit einem Skalar (z. B. die Geschwindigkeit mit der Zeit) oder mit einem Vektor (z. B. 
die Beschleunigung mit der Kraft) andern. Wahrend die ersten drei Funktionen kaum Schwierig- 
keiten bieten, erfordert das Rechnen mit den Funktionen der Vektoren unter sich, den Vektor- 
funktionen, sobald man von den allgemeinen Symbolen zur zahlenmaBigen Bestimmung schreitet, 
meist einen betrachtlichen Aufwand, so daf schon oft Versuche unternommen wurden, durch 
graphische Methoden die Anschauung zu fordern und die Auswertung zu erleichtern. Hervor- 
zuheben sind hier besonders der Spannungskreis bzw. Dehnungskreis von Mohr, den auch 
Culmann, Rétscher und Jaschke behandelten, und der Tragheitskreis von Mohr und Land, der 
bei Westergaard, Dose und Osgood-Sturm in anderer Form erscheint. Hier soll ein neues Hilfs- 
mittel auf diesem Gebiet, die Tensorwaage, beschrieben werden. Zuvor wird jedoch kurz auf 
die Haupteigenschaften der wichtigsten Vektorfunktionen eingegangen. 


2. Grundlagen. a) Affinoren. Wie im Bereich der Zahlen die lineare Abhingigkeit 
y=ax+b=/) (x) zweier Veranderlicher x und y voneinander den einfachsten Fall einer Funktion 
darstellt (abgesehen von der Konstanten), so gibt es auch im Bereich der Vektoren den Begriff 
der linearen Funktion »,=@ v,; darunter versteht man die lineare Abhangigkeit jeder Kompo- 
nente (Koordinate) des einen Vektors von allen Komponenten des anderen. Beschrankt man 
sich auf die Ebene, dann sind also die Vektoren 


bp= Ait yj und = xit yoi 
durch die Gleichungen 
Hy =O, %_ + Br¥e Yr = Oy %q_+ Bo¥e 


miteinander verknipft. [hre konstanten Koeffizienten werden oft in Form einer Matrix 


. a By is 
tease 


als Symbol der Funktion benutzt. Aus der analytischen Geometrie ist nun bekannt, dab diese 
Gleichungen auch eine homogene lineare Transformation definieren, durch die eine affine Ab- 
bildung der Ebene unter Beibehaltung des Nullpunktes erfolgt, d.h. eine solche Verzerrung 
der Ebene, daB Geraden gerade bleiben. Daher wird eine lineare Vektorfunktion als Affinor 
bezeichnet, im vorliegenden Fall speziel! als planarer (ebener) Affinor. Nach Wahl des Rich- 
tungsvektors (Einheitsvektor in Richtung gy) v,=cos p-i+sin p :j als Argumentenvektor kann 
man den Vektor v, als Funktion von @ auffassen und nach den Methoden der Analysis leicht 
die Winkel finden, fiir die der Betrag des abhangigen Vektors einen GréBt- oder Kleinstwert 
erreicht, sowie die extremen Betrage selbst an diesen Stellen ermitteln. Es ergibt sich 
! ay By + O% Bo 
WIS ep es 

und. ; 

1 


(v,)extr = V : (a; 5 Bi B35) zis 2 Vv Figg = as AR Bi = Bs)? a A (a, By he dz Ba)”s 
das sind Richtung und GréBe der Hauptachsen der durch die affine Transformation aus dem 


Einheitskreis hervorgegangenen Ellipse. Mit einer kleinen Umformung des Vektors », 


Dy =, t+ 1 = (1 % + Bi Ye) i + (Ge %2 + Bo Ye) i 
=X, (Qi + Oi) + %e (By i + Boi) =%2a+ Yo b 
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lassen sich die Ergebnisse etwas einfacher schreiben: 


(ab) 


a2 — b2 


p= are tg? 


und 


ones Vee (a? + 62) 45 [/(a? — 62)? + 4(ab)?. 


Eine besonders kennzeichnende Eigenheit linearer Vektorfunktionen ist die Tatsache, daB 
die algebraische Summe der Komponenten (Projektionen) zweier Funktionsvektoren %, », 
auf ihre senkrecht aufeinander stehenden Argumentenvektoren 0, 2 konstant ist, und zwar 


gleich 


by b (oye 
WDE EE ici 

Up U2 
b) Tensoren. Tretea bei der affinen Verzerrung der Ebene nur sehr kleine Verformungen 
auf, so gelangt man zum ebenen Verzerrungszustand der Elastizitatslehre. Dieser Verzerrungs- 
zustand in einem Flachenpunkt, wie er durch eine geringe 


Scherung des Achsenkreuzes in Abb. 1 um y 


E = % COS (2. + y,sin ( ae 


= X,S1n (4) + YoCcos (5) 
und durch geringe Dehnungen in Achsenrichtung um €, und éy 


u=(1-+é;) &, 
v=(1+¢y) 7 


verursacht wird, fiihrt zu folgenden Transformationsgleichungen: 


Abb. 1. 


x, =x,(1+ ex) cos a) Vo (Lice Ex) sin is) ; 


¥y = %_(1 + ey) sin (a + ¥a (1+ éy) cos (3) Z 


die sich mit cos (y/2)=1 und sin (y/2)=y/2 und durch Vernachlassigung kleiner Produkte 


héherer Ordnung zu 


Xa x + xer+yo(4), 


v1 = Yot Xe (4) + ¥2 by 


vereinfachen. Dem Verzerrungsvektor eines Flachenpunktes entspricht also ein planarer sym- 
metrischer Affinor 


Ex 


(Hauptdiagonale = Symmetrieachse), 
== Y Ey 
2 2 


anzuwenden auf den Richtungsvektor. Da der Spannungsvektor des ebenen Spannungszustandes 
einer ahnlichen Funktion 
Gy 


geniigt, werden solche symmetrische Affinoren als Tensoren bezeichnet. 


Jeden Affinor kann man in einen symmetrischen Tensor und einen gegensymmetrischen 


Axiatér zerlegen: 
™ 


& ") 24 Oy : (B, + a2) A 0 = (By — a) 
= (2+ By) - Be a (a2 — By) » 0 


Der Tensor bewirkt dabei die eigentliche Deformation, wahrend der Axiator im wesentlichen 
eine Rotation der Tensor-Ellipse hervorruft. (Der Axiator muB verschwinden, wenn die Airysche 


vig ai Mga La Se ISAS RO Te ia oad orm NG 
; Ra UDO AGS Mele aT os OSs 
wm ME TANS, er ace i “ 


“Jj , 
Pcie oe A Noe ike 


XVI Band 1947. < * 
: 
_ Spannungsfunktion existieren soll, so wie der Rotor eines Vektors verschwindet, wenn dieser 
: der Gradient eines Potentials sein soll.) Eine Translation ist wegen des Fehlens der absoluten 
_ Glieder in den Transformationsgleichungen ausgeschlossen. 


| Wird in den Formeln fiir Richtung und: Grife der Hauptwerte der Affinoren = pry 
: und fiir a, und f, nur a und £ gesetzt, so gilt nach einigen Umformungen fiir die Tensoren: 
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1 2y 
Sadie pores Be (1) 


(nde "tO 2 =A a 


a und f bedeuten, wie oben gezeigt wurde, Dehnungen der Ebene in Richtung der Achsen des 
betrachteten rechtwinkligen Systems, y eine Scherung der gleichen Achsen. Durch diese drei 
Zahlen ist also ein Tensor bestimmt. Damit lassen sich auch Dehnung und Scherung in einem 
um einen bekannten Winkel gedrehten Achsenkreuz berechnen. Der meBtechnisch meist schwer 
zu ermittelnde Wert y 1aBt sich durch eine dritte Dehnung a’ unter dem Winkel ¢ ersetzen: 


by=(a cos y+y sin g) i+(y cos p+ sin 9) j, 
Do=cos M*i+sin Pp ° jf. 
Die Projektion des Vektors 0, auf v, ist 


ae = ¢' = (acos +ysin ~) cos + (y cosy + fsin() sing, 
2 
und daraus folgt 
2 _ (a’ — acos’ p — Bsin? )? 
ct sinkgceos®p 


Weiterhin ist leicht zu erkennen, daB fiir f’ La’ die Beziehung a’ +f’ =a+ gilt. Als Radial- 
komponente r (Projektion auf den Richtungsvektor) des Vektors 


b, =r (cos mi+sin @ j)+t (—sin pg i+cos@ j) 
ergibt sich allgemein zu 


pe EY = oats SEP os 9g ty can 2% 
Vo 2 2 


und als Tangentialkomponente 


beh.) a8: 
t— eageee sin2@+ycos29. 


V2 
Die Radialkomponente erreicht ihre Extrema an der glei- 
chen Stelle und mit der gleichen GroéBe wie der Vektor v; 
selbst (beim allgemeinen Affinor nicht); die Tangential- 
komponente besitzt Extrema in dem dazu _ winkel- 
halbierenden Achsenkreuz, und zwar von der Grife 


(t)extr = 3 V (a- py? + 4y? ? 
verschwindet dagegen in den Hauptrichtungen. Bezieht 


man daher die Komponenten auf das Hauptachsen- 
P 


kreuz, so ist mit @=frmex, P=Tmin, y=9 


1 il = Lor tnin [ea ae) mary oes 
De 9 (Tmax + Tmin) + ay (Tmax 274 Tmin) cos 2 y’, 

“ Abb. 2. 
1 é : D 
t= > (Tmax = Tmin) sin 2 ) > (tinax a tmin) sin 2 QP. 

c) Darstellungen. Als Beispiel einer graphischen Darstellung des ebenen: Verzerrungs- 
zustandes zeigt Abb. 2 den Mohrschen Spannungskreis in seiner Deutung als Dehnungskreis. 
Nach den vorangegangenen Gleichungen spricht die Abbildung fiir sich. Von diesem Tensor- 
Kreis unterscheidet si¢h ein Affinor-Kreis dadurch, daB sein Mittelpunkt um 


or = (tmax + tmin) (Radius des Axiators) 


So 


a, ae 


AP a em 


ee 
a eer ~~ 


a <a 
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in Richtung der t-Achse verschoben ist (Abb. 3). 


form lauten 


Abb. 3. 


moment (Axiator) hinzutreten kénnte. 


l i 
r= 9 (Tmax rmin) + 9 (Tmax — Tinin) COS.2Q , 


1 : , 
t= : (tax tmin) 2 (tmax a bmin) sin2@ : 


Aus den Formeln und Abb. 3 ist sofort zu erkennen: | 
Die Extrema der Radialkomponente und der Tangential- | 


komponente liegen wie beim Tensor um y=45° ausein- 


ander. Die Maxima und Minima der Tangentialkom- _ 


ponente differieren im Betrage um 2 9, wahrend die 
Radialkomponenten wieder genau mit denen des ent- 
sprechenden Tensors tibereinstimmen. Die éxtremen Werte 


des Vektors », selbst fallen dagegen weder in GréBe noch | 


in Richtung mit den Extremwerten seiner Radialkompo- 
nente zusammen. [Zur Erlauterung sei noch hinzugefigt, 
daB aus einem Spannungstensor ein solcher Spannungs- 
affinor entstehen wiirde, wenn zu den Normalkraften 
und Schubkraften am Flachenelement noch ein Drill- 
Damit waren dann die Schubspannungen in zwei auf- 


einander senkrechten Richtungen ungleich.| 

Es soll noch eine raumliche Darstellung des Tensors erwahnt werden, weil sie spater zum 
Ausgleichen von mehr als drei gemessenen Tensor-Komponenten bendotigt wird. Tragt man 
namlich die Radialkomponenten iiber den zugehérigen Punkten des Tensorkreises auf, so liegen, 
wie Abb. 4 zeigt, ihre Endpunkte in einer Ebene, wie wenn sie als Dehnungen tiber dem Kreis- 


& 


Tmox—"nin 
REEL, 


‘max —'min 
a 00s ED 


Abb. 4. 


querschnittsumfang eines langs- und biegebeanspruchten 
Rundstabes gemessen worden waren. (Gleichungen von 
Ebenen in Zylinderkoordinaten.) 


d) Beispiel. Es soll ein Fall aus der Praxis heraus- 
gegriffen werden, und zwar sollen die Hauptwerte des 
zweidimensionalen Spannungszustandes in einem Schalen- 
punkt durch Dehnungsmessungen in mehreren Richtungen 
bestimmt werden. Dazu sind bekanntlich Messungen in 
mindestens drei Richtungen erforderlich, fiir die die Be- 
zeichnungen €,:0°, €,:45°, €,:90° gewahlt werden sollen. 
Die Formeln (1) und (2) fiir die Extremwerte eines Tensors 


liefern nach Ausdriicken von y durch die dritte Dehnung 


a’ unter p=45° das Ergebnis 
ETRE SO fog) 
tg2q= any See re) 


vmax= = (at p+ 4 V2(a—a'P +2 (8 —a'}, 


min 


oder mit den Komponenten des Spannungstensors geschrieben 


Ug 2g es ee 
ik 


1 if 
Omax = 2 (0, + 03) =f 2 V2 (0; G2)” } 2(03 Oo)". 


min 


Die Einfithrung der gemessenen Dehnungsgréfen wird durch das Hookesche Gesetz vermittelt, 


das fiir den ebenen Spannungszustand 


To (61+ 783) 
va} 
sae (é5 + v4), ‘ 


Die Gleichungen dieses Kreises in Parameter- 
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 lautet. Die ‘vierte Dehnung ¢, kann durch ¢,+¢,=¢,+¢, entfernt werden. So erhalten wir die 
_ endgiiltigen Formeln 


iia Sole 


% ee: —e, : 
tee Corea ard 
Cae az 9 el =») (€ E3) a 2(1 a5 v) V2 (€ £5)? { 2 (é3 £5)?. 


Es ist oft wiinschenswert, diese Ergebnisse durch iiberzahlige Messungen zu verbessern. 
Dabei ist es ohne Zweifel am giinstigsten, die MeBrichtungen bzw. MeBstellen méglichst weit 
auseinanderzuriicken, d.h. sie in gleichen Abstaénden anzuordnen. Werden dann die so ge- 
messenen Dehnungen tiber den entsprechenden Punkten des Dehnungskreises aufgetragen, 
so miissen, wie vorhin gezeigt wurde, ihre Endpunkte in einer Ebene liegen, so da man also 
durch linearen Ausgleich nach der Methode der kleinsten Quadrate leicht zu den bestméglichen 
Werten gelangt. Bei vier MeBrichtungen in 0° (¢,), 90° (€3), 45° (&) und 135° (e,) geniigt es be- 
kanntlich, die Differenz der Dehnungssummen A = (e,+é:) (é5 +-€4) zu gleichen Teilen zu den 
MeBwerten zu schlagen. Der Ausgleich von sechs oder mehr aquidistanten MeBwerten ist aber 
auch nicht viel schwieriger. 


An Stelle der rechnerischen Auswertung kann man auch aus den drei gemessenen Dehnungen 
den Dehnungskreis konstruieren und dann auf den Spannungskreis umrechnen, oder es lassen 
sich die zum Teil graphischen Verfahren nach Dose oder Osgood-Sturm u. a. anwenden. In jedem 
Fall aber sind (eventuell neben dem Dehnungsausgleich bei tiberzahligen MeBwerten) noch 
einige GréBen zu errechnen, aufzutragen oder abzugreifen. 


3. Die Tensorwaage. a) Ableitung. Im folgenden wird nun eine einfache mechanische 
Vorrichtung beschrieben, die — unter Voraussetzung gleichmaBigen Winkelabstandes der Mef- 
stellen — gleichzeitig mit dem Ausgleich der MeSfehler auch die Bestimmung der Hauptwerte 
des Tensors titbernimmt. Zu Beginn sollen diese geforderten Ergebnisse mathematisch formuliert 
werden. 


Es seien in einem Punkte einer Flache die n Dehnungen gi (t=1, 2,...n) in den Richtungen 
- (a/n) (i—1) bekannt. Die Gleichung der Ausgleichsebene durch die Endpunkte der tiber ent- 
sprechenden Umfangspunkten des Mohrschen Dehnungskreises errichteten Mefwerte ist all!- 
gemein 


as 1 —] 
ci ; (Emax =e Emin) + - (Emax a Emin) cos E + =z =|. 


n 
—_—S—_ ORR oe 
Ausge- Mittlere _ Haupt- Abweichung von 
glichene Dehnung ¢ schiebung Hauptdehnungs- 
Dehnung Diese ricktung 


“Da sich die gemessene Dehnung ¢; und die ausgeglichene Dehnung ¢; um den Mefifehler v; unter- 
scheiden, so folgen daraus die n Fehlergleichungen ; 


2 Bea : 
w= 8+ 8 cos| a4 AY | Peta iil eo Me gra ey) 


mu 


and deren Quadrate 


: c a(t max 29 Re il 
ota B+ FB cost] a 4 2 2E a) + et +252 cos| a aay ‘| 


nu 


: Ayn ae 5 a(i—l 
Fee acos| a+ ee ap 


Beriicksichtigt man, da} 
or ial } 
2'cos [a ae a =>) - 0 und 2 cos? E pl Cs "| = 5 


n 


ist, so erhalt man als Summe der Fehlerquadrate 


vue =ner+ Ee + Dé - 222 2,2" 3 e:cos|a 4+ — 
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Die partiellen Ableitungen nach den drei Unbekannten €, ymax/2 und a miissen verschwinden, 
da die Summe der Fehlerquadrate ja ein Minimum werden soll: 


8% -2n8—226=0, 
dé 
ee oh niet = 22 6 ¢08 E “2 )| = 02 
PF) (7) 2 ay 
2 
2na(i—1 
i SH Ymax & €i sin [« a aed — 0. 
da. on 
Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich die mittlere Dehnung 
Be PED 
é=—, 
mu 


aus der dritten Gleichung (bei ymax + 0) der Winkel zwischen der gewahlten Bezugslinie (durch 
MeBstelle. bzw. MeBrichtung ¢, gegeben) und der Hauptdehnungsrichtung | 


4 AE js 
A eisin— (1 —1) 


a= — arg tg 3 
Zeveos” "(i — 1) 


und die zweite Gleichung liefert schlieBlich unter Beriicksichtigung des errechneten Winkels 
die Hauptschiebung 


Vmax 2 27. 2 ate Ort 2 
5) 7 V [Zevcos 22 19] + | Zersin = (1) ] ; 


Nun sollen die n MeBwerte ¢; (vorerst sdamtlich positiv angenommen) nicht mehr wie bisher 
als Strecken iiber den zugehérigen Umfangspunkten des Dehnungskreises aufgetragen, sondern 
dort als Gewichte p; angeheftet werden. Wird dann die polare Achse der Kreisscheibe waage- 
recht gelegt und die Bezugslinie der MeBpunkte (durch MeBwert 1) dabei senkrecht gestellt, 
so tibt die Summe der Einzelkrafte p; auf die Achse eine Kraft P=2'p; aus. Weil ferner im all- 
- gemeinen der Krafteschwerpunkt Sp der Einzelkrafte p; nicht mit dem Drehpunkt Sp (Scheiben- 
schwerpunkt) zusammenfallt, tritt auch ein Drehmoment M= Pe sin f auf, zu dessen Bestim- 
mung die Lage des Schwerpunktes Sp, d. h. sein Abstand e vom Drehpunkt Sp und sein Winkel f 


zur Bezugslinie ermittelt werden muf. 


Die Komponenten € und 7 des Schwerpunktabstandes e in Richtung dieser Bezugslinie 
und senkrecht dazu folgen aus den Gleichungen 
M, =r & picos ae =€2'p; (Bezugsachse waagerecht), : 


Ms =r 2 pisin AEE a 4 &'pi (Bezugsachse senkrecht). | 


nm 
Demnach ist | 


aVere— a) ners CHU eee cea 


und das Maximalmoment also 


Mam =V/[ preos 28 (— n]'+ | ps sin oe (i — vy] : 
SchlieBlich gilt wegen tg B=7/é fiir den Winkel 


2'pisin ae (i — 1) 


fp =arctg SR 
2'picos = (i — 1) 


Diese Ergebnisse sind offensichtlich den vorhin abgeleiteten Beziehungen véllig analog. 
Damit ist gezeigt, daB sich fiir das ,,Tensor-Rad“ folgende Satze aufstellen lassen. (Das Beispiel 
des Verzerrungszustandes soll beibehalten werden; selbstverstandlich kénnte dafiir auch der 
ebene Spannungszustand oder jeder andere ebene Tensorzustand gesetzt werden.) 
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1. Die von den Gewichten hervorgerufene Kraft P=2'p ist proportional der mittleren 


-Dehnung. 


2. Das von den Gewichten verursachte Drehmoment M=2'p esinf ist proportional der 
Schiebung in den Richtungen, die von der durch die Achse gehenden Vertikalen gegeben sind. 
Das Maximalmoment Mmax=e2'p ist also proportional der Hauptschiebung. 

: 3. Die Scheibe schwingt unter dem Einflu8 des Drehmomentes mit der Anfangsamplitude 8 

_um eine stabile Ruhelage, die Hauptdehnungsrichtung, die im Winkel Bp wur Bezugslinie (MeB- 
richtung 1) liegt. Ein indifferentes Gleichgewicht der Scheibe wiirde einen gleichmaBigen 
Spannungszustand bedeuten. 


4. Die MeBwerte werden selbsttatig nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgeglichen. 


Abb. 5. Schematische Darstellung einer Tensorwaage ‘ 
(benutzt zur Auswertung eines Satzes von drei Dehnungsmessungen gleichen Winkelabstandes in einem Schalenpunkte). 


1 Grundplatte und WaagenfuB. 8 Spannungsskala. 

2 Tensorrad mit Zapfen fiir Dehnungsgewichte. 9 Arretiervorrichtung. 

3 Aufgesteckte Dehnumgsgewichte. 10 Zapfen fiir Ausgleich negativer Dehnungen. 

4 Waagenskala. G, Erstes Laufgewicht. 

5 Skala fiir Hauptspannungsrichtung. G, Zweites Laufgewicht. 

6 Zeiger fir Hauptspannungsrichtung. Sf Scheibenschwerpunkt. 

7 Hilfszeiger fiir Drehung des Tensorrades. Sp Schwerpunkt der Dehnungsgewichte. \ 


b) Beschreibung (Abb. 5). Die Erkenntnisse des vorigen Abschnittes lassen sich zur, 
Konstruktion eines einfachen Auswertegerates fiir Dehnungsmessungen (bzw. Messungen 
anderer Tensor-Komponenten) verwenden. Dieses Tensorwaage genannte Gerat liefert aus 
mindestens drei dquidistanten MeBwerten ohne jede Rechnung oder Zeichnung sofort das 
wahrscheinlichste Auswertungsergebnis. 

Das Gerat besteht aus einer Kreisscheibe, die mit ihrer waagerecht liegenden Rotationsachse 
am Ende des kiirzeren Armes einer Hebelwaage so gelagert ist, daB sie den langeren Arm im 
Gleichgewicht halt. Ihr Umfang tragt in konstanten Abstanden eine Anzahl (etwa 12) waage- 
rechte Zapfen zum Aufstecken kleiner Gewichtsstiicke. Wird die normale Lage des Waage- 
balkens durch die aufgesteckten Gewichte gestért, so laBt sich das Gleichgewicht durch Ver- 
schieben eines Laufgewichtes auf der anderen Seite wieder herstellen, worauf dort auf einer 
Teilung des Hebels die GréBe der mittleren Dehnung abgelesen werden kann. Auf einer 
Doppelgradteilung des Randes der Scheibe, die sich nun infolge ungleich verteilter Gewichte 
im stabilen Gleichgewicht befindet, zeigt eine feste Marke die Hauptdehnungsrichtung an. 
Dreht man schlieBlich die Scheibe um 90° aus ihrer Ruhelage und arretiert sie dort am Hebel, 
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so ist das Gleichgewicht der Waage abermals gestért, da das Anwachsen des kurzen Hebelarmes}| 
um den Schwerpunktabstand e ein zusatzliches Moment hervorruft. Nachdem dieses durch 
Verschieben eines zweiten Laufgewichtes auf dem langen Arm wieder ausgeglichen ist, creat 
sich auf der alten Teilung die Hauptschiebung. Mit den drei abgelesenen Werten ist der Ver-- 
zerrungszustand vollkommen bestimmt, denn die Hauptdehnungen sind gleich der Summe}| 
und Ditersas aus der mittleren Dehnung und der Hauptschiebung. Es mu8 aber nochmals; 
hervorgehoben*werden, da® auf jeden Fall konstante Richtungsintervalle der MeBstellen vor-|| 
handen sein miissen, daB® also auch keine MeBwerte ausfallen dirfen. 


Solange alle MeBwerte einheitliche Vorzeichen haben, besteht keine weitere Schwierigkontl 
Oft sind die DE oun aber zum Teil positiv, zum Teil negativ. Dann behandelt man die} 
»gewichtigere’’ der beiden Gruppen wie sonst, der Rest wird wegen seines entgegengesetzten |) 
Vorzeichens auf die jeweils gegeniiberliegenden Zapfen gesteckt, weil damit das Moment um} 
den Scheibendrehpunkt die Richtung wechselt. Dann stimmt jedoch das Scheibengewicht bzw.. 
das Moment um den Drehpunkt des Waagebalkens nicht mehr, denn Gewichte umgekehrten/ 
Vorzeichens miBten sich als Auftrieb a4uBern. Das 1a4Bt sich dadurch korrigieren, daB die ge-+ 
nannten Gewichte auf der anderen Seite der Waage in der doppelten Entfernung des Scheiben- 
drehpunktes vom Balkendrehpunkt nochmals aufgesteckt werden. 


SchlieBlich sind noch einige Fragen der Dimensionierung, besonders der Gewichte, zu klaren. || 
Es werde die Forderung vorangestellt, daB der Gewichtssatz fiir die gemessenen Dehnungen} 
bei allen Werkstoffen und Spannungszustanden der gleiche bleiben soll. Das Einheitsgewicht | 
einer Dehnung A¢=10~+ habe die GréBe g Gramm. Vor allem handelt es sich um eine solche } 
Bemessung der Laufgewichte G, daB bei aufgesteckten Dehnungsgewichten nicht erst mittlere 
Dehnung, Hauptschiebung und Hauptdehnungsrichtung, sondern sofort mittlere Normal-: 
spannung, Hauptschubspannung und Hauptspannungsrichtung abgelesen werden kénnen. | 

Im verwandten Fall! des durch Langskraft und Biegemoment beanspruchten Rohres oder Rund- > 
stabes ist das einfach, da hier in erster Naherung ein einachsiger Spannungszustand vorliegt. 
Die Spannungen ergeben sich dabei aus den Dehnungen nach dem Hookeschen Gesetz durch 
Multiplikation mit dem E-Modul. Der Proportionalitatsbereich eines Materials mit den Werk- 
stoffkonstanten FE und y sei -op<o<-+op. Ist die Spannung op als Endwert der Spannungs- 
skala auf dem langen Arm der Waage gewahlt, so teilt man die gesamte Skalenlange L von 
hier bis zum Balkendrehpunkt in op gleiche Teile. Die gré®ten zu erwartenden Dehnungen 
sind dann ep= op/E, also kénnen im extremen Fall der reinen Langsspannung héchstens 
n (op/E) g- 10% Gramm an Dehnungsgewichten aufgesteckt werden, wobei n die Zahl der 
MeBstellen auf dem Rohrquerschnitt ist. Greift diese Kraft in der Entfernung | vom Balken- 
drehpunkt an (namlich im Scheibendrehpunkt), so mu das Laufgewicht G,, das die Langs- 


spannung anzeigen soll, bei voller Ausnutzung der Skalenlange L folgender Gleichung geniigen: 


n Eg: LOST GTA 
Also ist | 


Gr Gs eae 102: 


Das Maximalmoment der bei reinem Biegezustand mit Randfaserspannung op ausgesteckten 
Dehnungsgewichte um die Scheibenachse wird gleich 


Bei unveranderter, voll ausgenutzter Spannungsskala gilt jetzt fiir das zweite Laufgewicht, 
das die Hauptbiegespannung anzeigen soll, die Bestimmungsgleichung 


Vege We g e104 = G, Ee | 

Also ist: | 
C= on oie | 

Pe meee 


Zum Ablesen der Biegerichtung muB der Scheibenumfang in diesem Fall eine einfache Grad- 
teilung tragen. 


XVI. Band 1947. 
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- Werden dagegen Dehnungsmessungen in einem Punkte einer Flache ausgewertet, so muh 
man den Einflu8 der Querverformungen beachten, der im Hookeschen Gesetz fiir den ebenen 
Spannungszustand zum Ausdruck kommt: 


1 E 
Ep = (Op — Op 4% oder OS Lael aia ual) 
18, 2 fi Be oN eats 


Aus der bekannten Gleichung fiir die Spannung o, in Richtung @, ausgedriickt durch die 
Hauptspannungen 


1 1 
0g = 2 (Omax | Omin) 9 ((Gmneacx Omin) cos 2 Pp 


wird durch Einsetzen des Hookeschen Gesetzes 


Bl ba 
Og = l ra PD) (Emax min) 1 Ly 2 (€max = Emin) cos 29 
ee oy! 
poe a max D) : 
jee E a il a 5) cos YP 


Aus der Dehnung in Richtung 


& = E+ — cos2@ 


erhalt man also die gesuchte Spannung, wenn man das erste Glied mit E/(1—v), das zweite 
mit E/(1+y) multipliziert. Gelten wieder die alten Bezeichnungen und Proportionalitatsgrenzen, 

so findet man als neue Laufgewichte fiir den zweiachsigen Spannungszustand 
l l—y r lt» 

CaF n—, opg:10* und mr peices opg: 10+. 

Die Ableseskala kann beibehalten werden. Sie andert sich nur mit op, also mit dem unter- 
-suchten Werkstoff. Durch entsprechende nicht-lineare Teilung dieser Skala laBt sich tibrigens, 
hauptsachlich bei einachsigem Spannungszustand, eine Unregel- 
maBigkeit im Spannungs-Dehnungs-Diagramm leicht _ beriick- 


24 
- sichtigen, wie Abb. 6 zeigt. & a ey tlektoon 
Solange die Querzahlen » verschiedener Stoffe ungefahr iiberein- N 
stimmen, wird man die GréBe der Laufgewichte durch Abstim- & 
men von o und E s0 einrichten, daf sie fiir den einachsigen baw. S$ 
_ gweiachsigen Spannungszustand unabhangig vom Werkstoff 8 
beibehalten werden kénnen. Dazu mu etwa (op/E),~ (op/E), § 2s 
sein usw. AuBerdem gehen die Laufgewichte linear mit der Skolertei/ung ee 
MeBstellenzahl; man erganzt sie also nétigenfalls durch Zusatz- ees 
gewichte. 


c) Beispiel. Als Beispiel betrachten wir eine Dehnungswaage mit den Abmessungen 
l=lem, L=2lem, r=21/3 cm, der Gewichtseinheit g=1 g und der Mefistellenzahl n=6. Als 
Werkstoffe sollen Dural mit EF = 7000 kg/mm?, » = 0,3, op = 20 kg/mm? und Stahl mit 
E=21000 kg/mm?, y=0,3, op=60 kg/mm in Betracht kommen. Es miissen zwei lineare Skalen 
von der Lange L=21 cm hergestellt werden, mit der Teilung von 0 bis 20 kg/mm? fiir Dural 
und yon 0 bis 60 kg/mm? fiir Stahl (eventuell kénnen beide auch vereinigt werden). Bei der 
Untersuchung des einachsigen Spannungszustandes im Schnitt eines durch Langskraft 
und Biegemoment beanspruchten Rundstabes kommen dann die Laufgewichte 


Gia ape aa interns ane 
Db os 20 


mee, . by aL 6 4__ 
Go = sa app | 1+ 104= 28,571 


in Anwendung. Beim zweiachsigen Spannungszustand in einem Flachenpunkt werden 


die Laufgewichte gleich 


(as aps Ue (Ee ee eee : 

C= 1 6 7000 20 - 104= 60,000 g, 
ete MN ee ee 

C= ar O09 202104 = 37.143 8. 


(Eingegangen am 6. Marz 1944.) 
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Die Liésung des Sechsstabanschlusses mit der Methode 
der dualen Abbildung. 


Von H. Dietz in Darmstadt. 


1. Einleitung. Ein Kérper unter allgemeiner raumlicher Belastung ist statisch bestimmt | 
gelagert mit sechs Lagerfesseln in allgemeiner Lage. Zur Lésung der sechs LagergréBen, die sich | 
aus Kraften und Momenten zusammensetzen kénnen, dienen die Gleichgewichtsbedingungen | 


des Raums: 


YXi=0,. ) ¥:=0, > Z:=0. 
Y Miv=0, > My=0, > Mi=0. 


Von diesen kénnen die Komponentenbedingungen durch drei weitere Momentenbedingungen ~ 


ersetzt werden, so daf als Lésungsgrundlage auch die sechs Momentengleichungen benutzt 
werden kénnen: 


x Momente um 6 Achsen in allgemeiner Lage = 0. 


Die sechs Momentenachsen haben, damit sie sechs unabhangige Gleichungen ergeben, nur die © 


Bedingung zu erfiillen, daB sie in ,,allgemeiner Lage“ liegen miissen. Das heift im wesentlichen, 
sie sind so zu wahlen, daB es keine Gerade gibt, die alle sechs Achsen schneidet. 

Mit dem Ansatz dieser Gleichgewichtsbedingungen sind die Lésungsméglichkeiten des Sechs- 
stabanschlusses im wesentlichen erschépft. Ein direktes allgemein giiltiges Verfahren zur zeich- 
nerischen Ermittlung ist bisher nicht bekannt geworden. Wohl existieren — neben der Kontroll- 
moglichkeit des Gleichgewichts in drei Projektionen — graphische Verfahren fiir die allgemeine 
Zerlegung'‘einer Kraft in sechs Komponenten vorgeschriebener Richtungen von W. Stdckel} 


und R. Skutsch?, die aber fiir die praktische Durchfiihrung recht umstandlich werden, und ein | 


graphisches Verfahren fiir bestimmte Voraussetzungen der Lagerung, das von R. Kraus® an- 
gegeben wurde: Ein durch eine Kraft belasteter Kérper, dessen Anschluf,,stabe“ so angeordnet 
sind, da% sich mindestens zwei davon schneiden, also eine Ebene bilden, laBt sich so behandeln, 
da8 man durch geschickte Zerlegung und Zusammenfassung der Komponenten mit anderen 
Kraften eine Reihe ebener Probleme hintereinander schaltet, iiber die man riickwarts schreitend 
mit Hilfe einzelner Kraftdreiecke in den zugehérigen Ebenen die Stabkrafte finden kann. 
Das Verfahren erfordert erhebliche Zeichenarbeit und versagt bei der allgemeinen Lagerung 
mit sechs windschiefen Kraften. | 

Es soll hier nun ein Weg gezeigt werden, der tiber die duale Abbildung der Krafte und 


Momente eines allgemein gelagerten Kérpers mit allgemeinster Belastung die Bestimmung der . 


Stabkrafte unter weitgehendster Benutzung der graphischen Statik erlaubt. Die Lésung selbst 
ist in der dualen Abbildung auf parallele oder in einer Ebene zerstreut liegende Vektorzusammen- 
setzungen bzw. -gleichgewichtsprobleme zuriickgefiihrt, stellt also eine bequem durchzufiihrende 
Aufgabe dar. 


2. Die.duale Abbildung von Kraft und Moment. Die duale Abbildung einer Kraft* beruht 
auf einer Einordnung einer raumlich orientierten Kraft in eine beliebig festzusetzende Ebene. 
Die Projektion der Kraft auf die Abbildungsebene wird in der Abbildung in wahrer GréBe dar- 
gestellt. Die lotrechte Komponente wird durch die Lage der Projektion in bezug auf einen 
beliebig festzusetzenden Bezugspunkt O in der Abbildungsebene eindeutig festgelegt (vgl. 
Abb. 1). Da nun bei allgemein raumlich angeordneten Kraften auch die Lage der Kraft be- 
schrieben werden muf, legt man im Raumsystem einen Punkt fest, auf den die Lage der Kraft 
bezogen wird, und stellt fiir diesen Punkt bzw. die drei Koordinatenachsen durch diesen Punkt 
die Momente auf. Das Moment der Kraft um den Punkt des Raumsystems wird, ebenso wie 
ein anderes (gegebenes) Moment, so dargestellt, dal’ die Momentenvektorkomponente senkrecht 


1 W. Stackel, Z. Math. Physik 43 (1898) S. 62. 

> R, Skutsch, Sitzungsber. Berl. Math. Gesellsch. 1 (1902) S. 59. 
3 R. Kraus, Bautechn. 20 (1942) S. 256. 

4 R. Sauer, Z. angew. Math. Mech. 20 (1940) S. 174. 
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_ zur Abbildungsebene erhalten bleibt, wahrend der 4z 
_ parallel bzw. in der Abbildungsebene liegende Mo- 

mentenvektor die Lage des FuBpunktes des Abbil- | 
dungsvektors bestimmt. Man benutzt also die Pliicker- 
schen Koordinaten X;, Yj, Zi, M.i, Myi, Mii der | Ph 
_ raumlichen Kraft und stellt jeweils Krafte und Mo- DS 

mente nach eindeutig umkehrbaren Gesetzen in einer ; 
bzw. auf einer Ebene dar. 

Auf diese Weise erseheinen alle ,,Stabe‘ (jede 
Lagerfessel 14Bt sich als ,,Stab‘‘fessel deuten) i in ihrer 
GréBe und Richtung als zerstreute Krafte in der Ebene, 
alle ,,Momente“ (Lagenmomente der Lagerfesseln in 
bezug auf den Punkt des Raumsystems und direkt 
gegebene Momente) als parallele Vektoren senkrecht 
zur Abbildungsebene. Die Abbildung ist dem wirk- 
lichen System eindeutig umkehrbar zugeordnet, d. h. 
aus jeder AbbildungsgréBe ist wieder der ent- 
sprechende reale Wert eindeutig zu bestimmen und 
umgekehrt. 


Bezeichnen wir mit X*, Y*, Z* die Komponenten deatgediere 


der, raumlich angeordneten Kraft und mit M3, Wey, Abb. 1. Zum Zuordnungsgesetz der dualen Abbildung. 
M? die Momente der Kraft um die x-, y-, z-Achsen 
durch den festgelegten Raumpunkt A, dann bildet sich die Kraft in eine Abbildungsebene 
parallel zur (x, y)-Ebene folgendermaBen ab: 

eas See ye eae = OF 
X und Y zusammengesetzt liefern die Abbildungskraft P’ (parallel und gleich groB P*’); a 
ist der Abstand der Abbildungskraft P’ vom Bezugspunkt OQ; ¢ ist eine Abbildungskonstante, 
die je nach dem Platzverhaltnis der Zeichnung willkiirlich zu wahlen ist, fiir die ganze Aufgabe 
dann aber beibehalten werden muf. 

Die Lagenmomente der Krafte (der gegebenen sowie der Stabkrafte) und die auBeren 
Momente bilden sich als Vektoren M senkrecht zur Abbildungsebene ab. Es wird 

Mb,=ceM?, Mb.=—cM*, M=M:; 
darin sind b,, by die Koordinaten des FuBpunktes M’ des Abbildungsvektors M. 

Um zu einer Abbildung zu gelangen, sind also (nach Wahl der Abbildungsebene und der 
Konstanten c) auBer der Projektion P’ des Stabbildes auf die 
Abbildungsebene noch die Werte a, b, und by zu bestimmen. Diese 
GréBen kénnen mit den oben gegebenen Tpedanmigscliphicseel, 
oder auch graphisch ermittelt werden. Die zeichnerische Er- 
mittlung erfordert eine exakte Zeichnung des Stabsystems und 
die Darstellung der Momentenvektoren in den drei Projektionen 
der darstellenden Geometrie. Fiir eine analytische Lésung ge- 
niigen die Angaben der Stabprojektionen und deren Lage zum 
Festpunkt des Raums (z.B. die Koordinaten eines Stabpunktes). ae 

Der Fu®punkt M’ des Lagenmomentes liegt stets auf der Abb.2. Zur Tage des Puipunkts MY 
Abbildungsgeraden der Kraft. Zum Beweis dieser Behauptung 
errechnen wir den Abstand des FuBpunktes (bz, by) von der Kraftbildlinie. Unter Beachtung 
der Benennungen der Abb. 2 ist der Abstand d nach der Hesseschen Normalform 


d=b,z cosa+by, sina —a 


mit es : * 
cos d = — sin a= ae (a ist negativ); 
weiterhin ist 
fa y = 2 Ric Ze. av. = Nae 
b= es by +e—a > dR a udp 
Setzen wir diese Ausdriicke fiir die GréBen der Abbildung in die Abstandsformel ein, so wird 
= pee oo bal * * * _ M* Z*), 
de MP (My Y*-2M, x EZ) 
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Die allgemeinen Ausdriicke fiir die Momente der Kraft um die einzelnen Achsen des raumlichen — 
Bezugspunktes (Lagenmomente der Kraft) lauten mit den Bezeichnungen von Abb. 1 

Mt = Z* CY*, 

Mi =0X"— eZ", 

MP Se Yt ay X*. 
Wir setzen sie in die Gleichung fiir den Abstand des FuSpunktes von der Wirkungslinie der 
Bildkraft ein und erhalten damit in der Tat d=0.° Mit dieser Erkenntnis, daB in der Abbildungs- 
ebene der Momentenfu8punkt stets auf der Wirkungslinie der zugehérigen Kraft liegt, erscheint 
eine der drei Bestimmungsgrifen a, b,, by itberzahlig und kann als Kontrolle bei der Aufstellung 
der dualen Bilder dienen. 

Nun sind aber die Gré®en der Lagerkrafte (Stabkrafte) zunachst noch unbekannt, es liegen 
lediglich die Wirkungslinien im Raumsystem fest. Danach lassen sich hierfiir die KraftgroBen 
nicht zur Festlegung der AbbildungsgréBen benutzen. Jeder Wirkungslinie im Raum mu8 aber 
eindeutig eine Kraft- und Momentenwirkungslinie in der Abbildung entsprechen, wenn das 
Verfahren der dualen Abbildung eindeutige umkehrbare Bilder liefern soll. Die Festlegung 
dieser Wirkungslinien mu8 daher auch durchzufiihren sein, ohne daB die KraftgréBe bekannt ist. 

Bezeichnen wir die Stablange (oder eine beliebige Strecke auf der Wirkungslinie der Kraft 
im Raumsystem) mit J und deren ,,Komponenten“, d. h. die Projektionen der Lange auf die 
Koordinatenachsen, mit x, y, z, dann ist fiir die Projektion S*’ der Stabkraft S* auf die x, y- 
Ebene bzw. allgemein fiir die Komponenten der Raumkraft 


* * ee 
Ss’ S*- & if 2 V «x | yy? 


e 


Eats, eae * ee AES ie 
XS = 7% ve mae Z 72 
se 
Mit der Abbildungsdefinition a= c 7 wird also 
a=c— é 


rae ler cie ; 
In gleicher Weise entstehen allgemeine Ausdriicke fiir die FuSpunktskoordinaten b,, by des 
Abbildungsmomentes : 

My Cx* EZ" 


by = — €—> = — cs = =4 pg tia So ; 

; Me EY*—_ 7 X* Ey — x 4 
ote ag elim gl oe ane ge ip ed eae 

i), ER Ney Seay a Sy na ; 


worin €, 7, ¢ die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf der Kraftwirkungslinie im Raum- 
system sind. 

Statt der Koordinaten in einem festgelegten Achsenkreuz lassen sich auch die drei Pro- 
jektionen der darstellenden Geometrie benutzen. Bezeichnet man die Projektion der Stablange 
(oder einer Strecke auf der Kraftlinie) auf die Abbildungsebene als Grundri®B [(x, y)-Ebene] 
mit I’, die Aufri®projektion [(x, z)-Ebene] mit 1’’, die SeitenriBprojektion [(y, z)-Ebene] mit I’” 
und die Abstaénde der Stabkraftlinien vom Bezugspunkt in diesen Projektionen mit h’, h’’ 
und hh’, so wird mit diesen GréBen, die aus einer genauen Auftragung zu entnehmen sind 

isa el cay by = pale ie Si 
Q M* JP h’ 2 


% 


Mt aa 
Dy che Ore ae 0 preps 
SchlieBlich kénnen die drei BestimmungsgréBen der dualen Abbildung auch noch auf rein 
graphischem Wege gewonnen werden, wenn wir z.B. auf der GrundriSprojektion der Kraft- 
linie (Stabprojektion) die Abbildungskonstante c antragen, diese Strecke in den AufriB proji- 
zieren und dort die lotrechte Komponente (Projektion auf die z-Richtung) als Wert a abgreifen. 
Ahnlich sind b, und by als Strecken auf den Bildern der Momentenvektoren zu finden!. Von dieser 


1 Vel. W. Schlink, Technische Statik, 2. u. 3. Aufl. Berlin 1946. 
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_ Méglichkeit wird jedoch in der vorliegenden Arbeit kein Gebrauch gemacht. Es sei lediglich 
_ deshalb erwahnt, weil damit das ganze Bestimmungsverfahren der Lagerkrifte oft auf rein 
zeichnerischem Wege durchgefithrt werden kann, ohne daB irgendein Wert errechnet werden. 
miuBte. 
Der Zusammenhang zwischen der GriBe des Lagenmomentes und der Gréfe der Abbildungs- 
kraft im dualen Bild ist durch folgende Beziehung gegeben. Es ist ‘ 
. 7K 4 - 
a a male tee Ve ee) Yh aK | 
aK y y x 
Weiterhin ist 


MPs MEY" =nx* 2 exe tix 


Daraus folgt X* = M 


- -und entsprechend Y* = M ees oder allgemeiner 
Ey— x Ey— x 
oe ey S’ M 


x fears Ey — Hx 


An Stelle des Nenners (€ y —17 x) 14Bt sich, wie oben bereits gezeigt, bei direkter Entnahme der 
Werte aus der Zeichnung auch schreiben (I'h’), so da® die Beziehung auch geschrieben werden 
kann 

S = ae A 
Das bedeutet: Ist der Momentenvektor M gefunden (aus einer Gleichgewichtsbeziehung der 
Momentenvektoren untereinander), so ist damit zugleich die Abbildungskraft S’ gegeben und 
umgekehrt. 


3. Die Gleichgewichtsbedingungen in der dualen Abbildung. Wie iibertragen sich nun die all- 
gemeinen Gleichgewichtsbedingungen des Raums in die duale Abbildung? Wir untersuchen 
der Reihe nach, wie die gegebenen Gleichgewichtsbedingungen des Raumsystems, mit den Ab- 
bildungsgesetzen geschrieben, in der Ebene der dualen Abbildung wiederum als Gleichgewichts- 
bedingungen auftauchen, und finden als Ergebnis folgende Tabelle 1. 


Tabelle 1. Die Gleichgewichtsbedingungen im Raum und in der Abbildung. 


Die allgemeinen Entsprechende 3) sedis : ; 
Gleichgewichtsbedingungen Bedingungen fiir die kis ae hca Cm Ean flex 
des Raums | duale Abbildung 8 
Segoe ay ® 27 2 GHD Lk Yi = 0 Das Krafteck der Abbildungskrafte ist 
OTS ie 7 tot ag bzw. & P; = 0; geschlossen. 
1 yp : Momentengleichgewicht: das Seileck der 
2.2} = 0. pan Ee *. Bildkrafte ist geschlossen. 
eM — 0s tes DM Deep, Gleichgewicht der Abbildungsmomenten- 
¢ : vektoren. (Die Momente um zwei Achsen 
“ u und die Summe der Momentenvektoren 
a My =a é 2M by = 0, verschwinden; oder die Summe der Mo- 
ye 8 MONE eh mente um drei Achsen ist null.) 


Aus diesen Zusammenhangen der Gleichgewichtsbedingungen des Ausgangssystems mit ent- 
sprechenden (eindeutig zugeordneten) Gleichgewichtsaussagen der Abbildung erkennen wir, 
daB fiir ein Lésungsverfahren in der dualen Abbildung die Bildkrafte und die Bildmomente 

_ je fiir sich untereinander im Gleichgewicht stehen. Beide Gruppen sind getrennt voneinander 
zu behandeln. Das sind sechs selbstandige Aussagen, denn Stabkraft und Lagenmoment, d.h. 
Bildkraft- und Bildmomentenvektor gehéren zwangsliufig zusammen, mit der Kenntnis einer 
GréBRe ist auch die andere bestimmt. 

An Stelle der sechs Gleichgewichtsbedingungen des Raums entstehen somit zwei Gruppen 
yon je drei selbstandigen Gleichgewichtsbedingungen, die beide graphisch als ebene Probleme 
gelést werden kénnen, sobald in jeder Gruppe nur drei Unbekannte auftreten: 

1. Die Krafte in der Abbildung stellen zerstreut in einer Ebene liegende Kraftvektoren dar, 
fiir die im Gleichgewichtsfall Krafteck und Seileck geschlossen sein muf (damit sind drei Un- 
bekannte zu finden). 

2 
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2. Die Momentenvektoren sind parallele liniengebundene Vektoren senkrecht zur Abbildungs- 


-ebene, deren Gleichgewichtsforderung in zwei Seitenrissen graphisch zu bestimmen ist, die aber 
auch mit einfachen Momentengleichungen (um jede beliebige Achse der Bildebene) ins Gleich- 
gewicht gesetzt werden kénnen (damit sind wieder drei Unbekannte zu finden). 


Nach diesen Erkenntnissen ist es also fiir die Lisung eines Sechsstab-Anschlusses nétig, | 


diese Trennung der Bestimmungsgleichungen auch auf die Unbekannten zu tbertragen, d.h. 
wir miissen versuchen, nur drei Bildstabe oder nur drei Momentenvektoren in der dualen Ab- 
bildung auftreten zu lassen. Als Mittel zur Erreichung dieser Forderung steht uns die Wahl der 


Abbildungsebene und die Wahl des Bezugspunktes im Raumsystem zur Verfiigung. Wir fragen _ 


also zunichst: Wie kann man einen Bildkraftvektor oder einen Bildmomentenvektor zu null | 


werden lassen ? 


Jeder Kraft, also auch jedem Stab, ist in der dualen Abbildung ein Bildkraft- und ein Bild- | 
momentenvektor zugeordnet. Die Abbildung der KraftgréBe ist in weitem MaBe von der Wahl | 
der Abbildungsebene abhangig, wahrend die Lage des Bezugspunktes 4 im Raumsystem keinen — 


Einflu8 auf die Abbildungskraft hat. Wahlen wir die Abbildungsebene [(x, y)-Ebene] parallel zur 
Kraft im Raum, dann hat die Kraft keine Z*-Komponente; das bedeutet, da die GréBe a 
im Abbildungssystem null wird, der Bildvektor also durch den Bezugspunkt O geht. Die Lage 
der Abbildungsebene senkrecht zum Stab liefert keine Abbildungskraft (X*=0, Y*=0), aber 
der Wert a (= cZ*/S’) wird unendlich gro8, und wir erhalten das Bild eines unendlich fernen. 


Punktes. Im Sinne der Statik stellt dieser unbestimmte Ausdruck 0 - © fiir die Z*-Komponente | 
eine Momentenwirkung von der GréBe cZ* dar, die natiirlich in den Gleichgewichtsbetrachtungen | 


der Bildkrafte entsprechend zu beriicksichtigen ist. Jede andere Wahl der Abbildungsebene 
wird zwischen den beiden besprochenen Grenzfallen liegen, und wir sehen, daB die Wirkungs- 
linie der Bildkraft stets vorhanden ist und die Kraft selbst nur durch die Belastung bedingt 
null werden Kann. Diese allgemeine Betrachtung, da durch die Wahl der Abbildungsebene 


keine Reduzierung der sechs Unbekannten der Bildstabkrafte erreicht werden kann, zeigt damit _ 


zugleich, daB die Lage der Abbildungsebene beliebig sein kann, daB wir z. B. stets den GrundriB 


als Abbildungsebene verwenden kénnen. 


Der Momentenvektor, der die Lage der Kraft zum Bezugspunkt A des Raumsystems kenn- 
zeichnet, kann in besonderen Fallen verschwinden. So wird z. B. das Lagenmoment einer Stab- 
kraft fiir einen Punkt auf der Stablinie selbst null. Wahlen wir also den Bezugspunkt auf einer 
Stabachse des Raumsystems, dann hat diese Stabkraft kein Moment um den Punkt, die drei 
Komponenten des Momentes sind null, d.h. es gibt fiir diesen Stab keinen Momentenvektor 
in der dualen Abbildung. Man muB sich aber vor dem Trugschlu8 hiiten, da die Lage der 
Projektion A’ des Bezugspunktes im Grundrif auf dem Grundrif I’ einer Stablinie schon geniigt 
fiir das Verschwinden des Momentenvektors. In diesem Falle ist zwar M* = M=0, aber die 
Koordinaten des FuBpunktes b,=—c My/M und by=-+¢Mz/M werden beide unendlich groB, 
und wir erhalten damit wieder einen unendlich fernen Vektor von der GriéBe null, d.h. eine 
Momentenwirkung, die in den Gleichungen dann auch als solche auftaucht. Die Momenten- 
vektoren in der dualen Abbildung sind liniengebundene Vektoren, die also’ nicht, wie die vek- 
toriellen Symbole der Momente in der Statik, parallel zu sich selbst verschieblich sind; sie sind 
demnach zu behandeln wie parallele Krafte der Raumstatik. ~ 


Gelingt es nun, durch Wahl eines geecigneten Bezugspunktes, fiir drei unbekannte Krafte 
je den zugehérigen Momentenbildvektor verschwinden zu lassen, so existieren in der dualen 
Abbildung nur noch drei unbekannte Momentenvektoren, fiir die die bestehenden Gleich- 
gewichtsbedingungen der Momentengruppe ausreichen. Nach der Auflésung dieser drei Lagen- 
momente sind die dazugehérigen Stabkrafte bzw. Bildkrafte mit den oben angegebenen Zu- 
sammenhangsgleichungen zu bestimmen. Es bleibt dann als Restaufgabe noch die Lésung der 
drei letzten Stabkrafte iibrig, ein Problem, das im dualen Bild der Krafte mit Kraft- und Seileck 
durchzufihren ist. 


4. Lésung fiir den mit einem festen Punkt gelagerten Kérper. Sind die Lagerfesseln eines 
allgemein belasteten Korpers so angeordnet, daf ein fester Punkt als Anschlu8punkt gewahlt 
ist, bzw. drei Stabe sich in einem Punkt schneiden (Abb. 3), dann sind damit die Stabkrafte 
ohne weiteres in einem dualen Bild zu finden, wenn der Bezugspunkt A des Raumsystems in 
diesen festen Punkt bzw. in den Schnittpunkt der drei Stabe gelegt wird. Die Abbildungsebene 
wahlt man zweckmafig parallel zum Grundrif® [(x, y)-Ebene]. 


NN 


Im Beispiel I (Abb. 3) gehen die drei Stabe 1, 2, 3 durch einen Punkt, den wir 


-punkt 4 wahlen. Alle drei 
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als Bezugs- 


Stabe haben damit kein Lagenmoment, erscheinen daher in der 


dualen Abbildung ohne Momentenvektor. Neben den gegebenen Momentenvektoren My;, Mzz, 
Mp, Mp, treten im dualen Bild nur noch die unbekannten Momentenvektoren der Kriifte in 
den Staben 4, 5 und 6 (My, M,, M,) auf, die mit den gegebenen Vektorbildern im Gleichgewicht 
_stehen. Die Abbildungswerte fiir Bildkraft und Bildmoment (a, bx, by) sind fiir die einzelnen 
GréBen errechnet und in der Tabelle 2 aufgenommen. Die Grifen by, by sind die Koordinaten 
des DurchstoBpunktes M;, 


errechnet. 


LangenmaBstab 

O07 2 3 ¥ 5m 
Kraftemabstab 

0 700 200 %00 Wo 500g 

Momentenma8stab 

0 700 200 300 WO 500 mkg 


| 


152 


c=4om 
Abbildungskonstante 


Krattemabstab 
tur das Krateck 


0 100 200 300 ¥00 500kg 


Abb. 3. Lésung des in einem festen Punkt gelagerten Kérpers (Beispiel I). 


_ Tabelle 2. Die Abbildungswerte zum Beispiel I fiir c =4 cm.” 


des Bildvektors und nach den Definitionsgleichungen von Seite 16 


Mp’ 
(Mp = +1850, 


a 


Ws 
N "2(430-1) 


Komponenten Koordinaten 
der Stablinge, eines Angriffs- Kraftdarstellung Momentendarstellung 
Kraft usw. punktes 
Stab ws 
ike ee b b 
i L 4 aj c * 
x; Vi Zi S i] C i Ey; —n re "y 
1 2 ila 25 0 0 0 259 —4 0 — — 
2 0 —2 —2,5 0 0 0 2 —5 0 a — 
3 +2 (0,7 4)" — 2,9 0 0 0 2,119 —4,719 0 _ 
4 - 2,0. all 4,5 0 +5 +2 2,693 —6,684 12,9 +1,60 +7,84 
0) —0,5 +2 3,9 6,0 | +3,5 | +1,4] 2,062 —7,565 —10,25 | —9,405 | +6,420 
6 1,5 2,5 250 4,5 0 0 2,915 —3,431 +11,25 | +4,0 0 
Pi 200 300 | —150 4 .|+42 ae 360.6 —1,664 +1600 +3,0 +1,5 
P, | —300 | +700 | —300 |—1 +3 +4 761,6 —1,576 +200 +30 —74 
M;, {+600 | — 50 | —150 | = _ (—150) —1,333 | —16,00 
My; | —500 | —300 | +200 — = oe = — (+200) +6,00 —10,00 
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Mit diesen Abbildungswerten (die man auch zeichnerisch hiatte finden kénnen) stellen wir 
nun die duale Abbildung her. Als Abbildungsebene legen wir die GrundriBtafel zugrunde. Dann 
sind die Kraftwirkungslinien parallel zum Grundrifbild im Abstand a; vom Bezugspunkt O 
entfernt einzutragen. Das Vorzeichen bzw. die Lage der Bildkraft zum Bezugspunkt O im dualen 
Bild wird so festgesetzt, daB das Moment der Abbildungskraft um 0 eine rechtsgangige Schraube 
in Richtung der Z*-Komponente fortbewegt. | 


Die Wirkungslinien der Momentenvektoren stehen in den FuSpunkten M; senkrecht auf 
der Abbildungsebene. Die FuBpunkte mit den Koordinaten b,, by liegen jeweils auf der zu- | 
gehorigen Bildkraftwirkungslinie, und wir haben damit zugleich noch eine Kontrolle fir die 
richtige Lage der Kraftwirkungslinien. Will man die Groen der Abbildungsvektoren fiir die 
Lagenmomente darstellen, so kann man die Strecken mit einem gewahlten Mafistab in einem 9 
Aufri®B oder Seitenri®B zur Abbildungsebene auftragen, was jedoch meist nicht nétig ist, da man | 
mit den FuBpunktsangaben und der Angabe der GréBe M? = M bei gegebenen Momenten allein 9 


auskommt. Legt man aber Wert auf eine rein zeichnerische Durchfiihrung der Aufgabe, so wird |} 


die Projektion der Momentenvektoren in zwei Tafeln senkrecht zur Abbildungsebene notwendig. _ 
Die Richtung von M richtet sich nach dem Fortschrittssinn einer rechtsgingigen Schraube, 
die durch das im Grundri® des Raumsystems sichtbare M? der einzelnen Stabe bzw. Krafte | 
gedreht. wird. | 

In unserem Beispiel I lassen sich nun die gegebenen Momente M7, Mir, Mp,, Mp, zu einem — 
resultierenden Bildvektor Mr zusammenfassen von der Grife | 


Mr= Mp,+ Mp,+ Mr+ Mir 
~ + 1600 + 200 — 150 + 200 = + 1850 mkg. 


Die Lage des Bildvektors bzw. seines FuBpunktes 1aBt sich aus Momentenbeziehungen um die 
x-Achse und y-Achse bestimmen: 


> Mx: Mp, by p, + Mp, by p, + Mrbyr+ Mirby 11 = Mrbyr, 
+ 1600 + 1,5— 200-74 + 150 « 16— 200 - 10.= 1850 by r, 


>, My: Mp, bsp, + Mp,bep, + Mrbxr+ Mibu = Mrber, 
+ 1600 - 3 + 200 - 30+ 150 - 1,33 + 200 - 6 = 1850 br. 
Daraus finden wir 
bz.r = + 6,095 cm, byr = — 6,486 cm. 
(Graphisch wird die Zusammenfassung in zwei lotrechten Projektionstafeln mit Kraft- und 
Seileck fiir die Bildvektoren der Momente mdglich.) 

Wir erkennen an dieser Zusammenfassung aller d4uSeren Einfliisse, daB sich jede allgemeine 
Belastung in der dualen Abbildung auf einen Momentenvektor und einen Kraftvektor zuriick- 
fiihren laBt; denn die bekannten Bildkrafte lassen sich in der Abbildungsebene im allgemeinen 
als zerstreute Krafte ebenfalls leicht zusammenfiigen. Die allgemeinste Belastung ist also durch 
einen Bildkraftvektor und einen Bildmomentenvektor, beide dann natiirlich ohne direkten 
Zusammenhang, gegeben. 

Der resultierende Momentenvektor Mr, der damit alle gegebenen Momentenwerte enthalt, 
wird nun mit den drei unbekannten Momentenvektoren M,, M;, M, ins Gleichgewicht gesetzt, 
wobei wir uns wieder der Momentengleichungen um zwei Achsen, z. B. der x- und y-Achse 
und der Gleichung fiir die Momentensumme bedienen kénnen: 


> M.=0:  M,- 7,840 -+ M, - 6,420 -+ M, - 0 — 1850 - 6,486 = 0, 
>, My=0: — My- 1,600 — M,- 9,405 + My - 4,00 +. 1850 - 6,595 = 0, 
>, M=0: M,+M,+ M,+ (1600 -+ 200 — 150 + 200) = 0. 
Daraus ergibt sich 
M,=-+ 1449,9 mkg, M,=-+ 98,5-mkg, M,= — 3398;5 mkg. 


(Mr war eine Zwischenlésung, die zur Ermittlung der Stabkraftmomente nicht notig war, da 
die Gleichgewichtsbetrachtungen auch sofort fiir alle Momente hatte aufgestellt werden kénnen.) 

Fiir eine zeichnerische Durchfiihrung der Lésung wahlt man zwei Seitenrisse, in denen sich 
je zwei unbekannte Vektoren decken; in diesen ist mit Kraft- und Seileck eine Lésung fiir 
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die parallelen Vektoren méglich. Oder man benutzt das resultierende Moment Mp, setzt es mit 

ie ae resultierenden Momentenvektor M,; (aus M, und M,) ins Gleichgewicht und zerlegt 

_ danach M, ; in seine Bestandteile M, und M;. Das Gleichgewichts- und nachfolgende Zerlegungs- 
problem geht in Ebenen vor sich, die durch die Verbindungslinien der Punkte M;, M, baw. 
M,, M, festgelegt sind und senkrecht zur Abbildungsebene stehen. 


Die jetzt bekannten Momente M,, M,, M, liefern mit den Zugehbrigkeitsgleichungen die Krafte 


n den Wirkungslinien der Bildkrafte. Es ist S’ = Meo. — , also 
Sh) hs 

, 2,693 

ihe peer ae : 
4= + 1449,9 —12.5 312.4 kg, 
, 2,062 

Gre: 2 Sa 
s=+t 98,5 “10.38 19,8 kg, 
, 25915 

(Gia a ices eel 24, : 
‘ 3398,45 11.35 880,6 kg. 


Das nun noch tibrighbleibende Problem, die gegebenen Bildkriafte P{, P%, Si, Si, Si mit den 
drei unbekannten Kraften S}, Sj, S; ins Gleichgewicht zu setzen, wird am einfachsten mit dem 
Krafteck und Seileck fiir diese zerstreut in der Abbildungsebene liegenden Krafte oder mit dem 


_ Culmannschen Verfahren erledigt (vgl. Abb. 3). Als Endergebnisse erhalten wir die Werte der 
folgenden Tabelle 3: 


Tabelle 3. Ergebnisse fiir das Beispiel I. 


Stab eaeg eee 3 AIA Sellgeectes 6 
Ss’ = [kg] aise +155 aU ipaeeh | Seeeee a | —20 — 881 
Zt = s'— = [kg] + 738 —1939 +336 | +522 | +38 EN TS5 
S = VS’? + Z*? =[kg] —1043 +1946 —441 —608 | Ag —1160 


Treten in der dualen Abbildung mehr als drei unbekannte Momentenvektoren auf, so ist 
das Problem des raumlichen Anschlusses nicht mehr direkt zu behandeln. Die Gesamtzahl der 
Gleichgewichtsbedingungen stimmt selbstverstandlich bei statisch bestimmten Lagerungen mit 
der Anzahl der Unbekannten iiberein, aber es lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen fir 
die Stabkraftlinien nicht ohne weiteres mit denen fiir die Momentenvektoren austauschen. Treten 
beispielsweise vier unbekannte Momentenvektoren auf, so geniigen die Bedingungen der Mo- 
mentengruppe nicht zur Bestimmung der unbekannten Vektorbilder. Waren diese vier GréBen 
aber bestimmt; dann ist fiir die daraus zu ermittelnden Stabkraftbilder und die zwei noch un- 
bekannten Bildkrafte wieder eine Gleichgewichtsbedingung zuviel da. Eine direkte Liésung des 
Sechsstabanschlusses ist offenbar nur dann zu erreichen, wenn die sechs Gleichgewichtsaussagen 
- in zwei Stufen, drei fiir die Momentenvektoren, drei fiir die Kraftbilder, angesetzt werden kénnen. 


5. Lésung des Sechsstabanschlusses, bei dem sich je zwei Stabe schneiden. An einem zweiten 
Beispiel (Abb. 4) zeigt sich, wie die Trennung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die direkte Be- 
handlung unbedingt nétig ist und im Falle von vier Momentenvektoren eine Vieldeutigkeit zuriick- 
bleibt, die erst bei Betrachtung der nun iiberzahligen Kraftbedingungen (eventuell durch Pro- 
bieren) beseitigt werden kénnte. 

Beispiel II stellt eine Lagerung dar, bei der sich je zwei Stabe schneiden (Dreipunktanschlub 
mit je zwei Staben). Fiir die duale Abbildung wahlen wir die Abbildungsebene wieder parallel 
zur GrundriBtafel und nehmen als Bezugspunkt A des Raumsystems zunidchst den Schnittpunkt 
zweier Stabe (hier 1 und 2). Die dafiir ermittelbaren Kennzahlen der dualen Abbildung sind 
in der Tabelle 4 zusammengestellt. 

Im dualen Bild erscheinen jetzt vier Momentenvektoren, die zwar eine spezielle Lage haben, 
trotzdem aber nicht direkt zur Lésung fithren. Die Schnittpunkte der drei Stabpaare legen 
in einer Ebene parallel zar GrundriBtafel. Alle Strecken in dieser Ebene bilden sich im dualen 
Bild als Geraden durch den Bezugspunkt O ab, da sie keine z-Komponenten haben, also nicht 
aus O verlagert sind. Eine Gerade zwischen zwei Stabschnittpunkten (z. B. Verbindungslinie A B) 
erscheint im Dualbild parallel und durch O gehend. Dieses Bild der Geraden muB nun auch die 
FuBpunkte der Momentenvektoren fir die Stabe enthalten, die sich auf ihr schneiden. So er- 
seheint die Gerade A B als Linie m,,, die Gerade A C als Linie m;,, von denen die erstere 


A 


a AS 


die FuBpunkte M;, M3, M;, M; enthalt, die letztere die Fu®punkte M;, M,, M;, M;. (Da der 
Schnittpunkt der Stabe 1 und 2 als Bezugspunkt A gewahlt wurde, verschwindet M, und M,, 
damit auch deren Fufpunkte.) 

Damit ergibt sich eine sehr brauchbare Kontrolle fiir die Abbildungswerte, die sich fiir die 
gegebene Sonderlage sogar soweit auswirkt, daB die Lage der MomentenfuSpunkte itberhaupt 
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nicht errechnet werden braucht, sondern sich durch die Schnittpunkte der Geraden m,, und m;. 
mit den jeweiligen Bildkraftlinien in der dualen Abbildung ergibt. Fiir die vier Momentenvektoren 
stehen nun drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung, d. h. die Aufgabe ist so nicht zu 
lésen. 

Um zu einem allgemeingiltigen Verfahren zu kommen, miissen wir versuchen — wenn die 
Zuriickfiihrung der Aufgabe auf drei Momentenvektoren nicht gelingt —, auf irgendeinem Wege 


= 


Abbildungswerte fiir die Lésung des Beispiels 11. 


Tabelle 4. 


Kraftdarstellung 


Momentendarstellung 
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-Momentenvektor | 
fiir Pol D : 


Momentenvektor 
fiir Pol A 


Lage eines Punktes 
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zu einer neuen Aussage zu kommen, die uns die iiber- 
zahligen Momentenvektoren lésen hilft. Der allgemein 
belastete, mit sechs windschiefen Staben gelagerte Kérper 
kann nach den Gesetzen der Raumstatik durch Momenten- 
gleichungen um sechs Achsen in allgemeiner Lage gelist 
werden. Die Auswahl der Achsen ist sonst beliebig, sie 
kénnen z. B. so angeordnet werden, dak je zwei von ihnen 
vier Stabe schneiden. Es lassen sich namlich immer durch 
vier allgemein angeordnete (windschiefe) Geraden je zwei 
Achsen legen, die alle vier Geraden schneiden. (Drei 
Stabe bilden ein einschaliges Hyperboloid, dessen Mantel- 
flache von dem vierten Stab im allgemeinen an zwei 
Stellen durchstoBen wird; in diesen Durchsto®punkten 
lassen sich dann die zwei Achsen zeichnen, die auch die 
drei ersten Stabe schneiden.) Damit sind drei Gruppen 
von je zwei Gleichungen entstanden, von denen jede 
Gruppe selbstandig zwei Unbekannte list. 

Da sich nun durch die duale Abbildung Ebenen in 
Punkte, Geraden in Geraden und Punkte in Ebenen ver- 
wandeln, miiBten sich die ausgezeichneten Momenten- 
achsen wieder als Geraden darstellen. Um diese kann 
dann wieder eine Momentengleichung angesetzt werden, 
die die gleichen Unbekannten aufweisen miiBte wie die 
Momentengleichung um die entsprechende Achse im 
Raumsystem, denn es ist jeder Gleichgewichtsbedingung 
im Raum eine entsprechende Bedingung im Dualbild 
eindeutig umkehrbar zugeordnet. Mit zwei solchen Mo- 
mentengleichungen miiBte es dann méglich sein, die iiber- 
zahligen Momentenvektoren des Problems zu lésen. 

Zur selbstandigen Errechnung z. B. der Stabkrafte in 
5 und. 6 wiirden im Raumsystem zwei Achsen gewahlt 
werden, die die Stabe 1, 2, 3, 4 schneiden, das ist hier 
die Verbindungsgerade A B der Schnittpunkte je zweier 
Stabe und die Schnittgerade der Ebene 1/2 mit der 
Ebene 3/4. Die beiden Achsen sind in der Abb. 4 mit 
I,f und II,II bezeichnet. Bilden wir diese beiden Achsen 
nun in dem dualen Bild ab, so erscheint die Achse I, als 
Gerade durch den Koordinatenanfang O (Linie m3,), und 
die Schnittlinie [I.I17 der beiden Ebenen stellt sich als 
Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte der Bild- 
kraftlinien 1/2 und der Bildkraftlinien 3/4 dar. Diese 
letzten Punkte versinnbildlichen nimlich im Dualbild 
die Ebenen der zugehérigen Stabe. 

Die MomentenfuBpunkte der Lagenmomente im Dual- 
bild stellen die Wirkungsebenen dieser Momente dar. 
Wenn wir nun die Momente der Stabkrafte fiir einen Punkt 
auf den beiden Schnittachsen J,J und. IJJ,IJ aufstellen 
und sie abbilden, miissen die MomentenfuBpunkte auch 
auf den Bildern dieser beiden Achsen liegen, weil diese 
Achsen dann ja im Raumsystem in den Wirkungsebenen 
der Stabmomente enthalten sind. Die Stabbilder selbst 
sind unabhangig von der Wah! der Bezugspunkte; das ab- 
gebildete Stabsystem, einschlieBlich der Bilder der Achsen, 
liefert damit sofort die MomentenfuSpunkte der vier Stab- 
momente als Schnittpunkte von Achsenbild und Stabbild. 
Zur Fertigstellung des Lésungsbildes bleibt dann nur noch 
iibrig, die MomentenfuBpunkte der gegebenen Krafte und 
Momente und die der Stabe 5 und 6 fiir einen Raumbezugs- 
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punkt A auf der Achse I,J und einen zweiten Bezugspunkt D auf der Achse I/,1J zu ermitteln. 
Das fertige Bild mu® dann die Méglichkeit geben, geradeso wie die zugehérigen Achsen im 
Raum, zwei selbstandige Momentengleichungen aufzustellen fiir die Stabkrafte in 5 und 6. Zur 
Bestiatigung dieser Betrachtungen sind in der Tabelle 4 alle Abbildungswerte fiir Krafte, Momente 
und Stabe in bezug auf die Raumpunkte A und D aufgeschrieben, die noch erganzt werden 
kénnten durch die Abbildungswerte der Achsen I,J und IJ,II: Achse I,J hat z=0, daher a=0, 
d.h. die zugehérige Abbildungsgerade geht durch Punkt O und verlauft parallel dem Grundrib- 
bild A’ B’ des Raumsystems. Achse II,IT hat fir eine im Grundri®B gemessene Lange I’ =2,42 cm, 
z=—4cm, damit a=— 6,612 cm. 

Wir sehen, daB, wie wir erwartet haben, die Momentenvektoren der Krafte 1, 2,3, 4 auf der 
Momentenachse I,I bzw..JI,II stehen, d.h., daB um diese Achsen im Dualbild Momenten- 
gleichungen fiir die Bildvektoren der Lagenmomente aufgestellt werden kénnen, in denen als 
Unbekannte nur die beiden Momente M,; und M, vorkommen. Nun ist aber zu bedenken, dab 
fiir die verschiedenen Bezugspunkte A und D die Lagenmomente der Krafte nicht gleich sind, 
daB also auch die Momentenvektoren dazu in der dualen Abbildung nicht die gleiche Gréfe 
haben werden. Die bekannten Krafte und das vom Bezugspunkt unabhangige gegebene Moment 
liefern natiirlich sofort die richtigen GréBen (s. Tabelle 4), fiir die beiden unbekannten Stab- 
krafte kénnen wir dagegen zundchst nur eine Verhaltnisgleichung angeben. Es ist die GréBe 
des Momentenvektors M fiir die Stabkraft S* bzw. ihre GrundriBprojektion (Dualbild) S’ ge- 
geben durch die Gleichung 


Bezeichnen wir nun den Abbildungswert des Lagenmomentes von S, fiir den Bezugspunkt A 
mit M4 (FuBpunkt M;) und fiir den Bezugspunkt D mit M? (FuBpunkt M7), so ergibt sich 
mit den der Tabelle 4 zu entnehmenden Werten fiir (€ y—7 x) 


MP 9 107 Me +1107 
M4 — 15,0 M4 + 12,50 


= 0,8856. 


Die Momentengleichungen um die Achsen lauten 
& Mr =0; 150- 11,63— 1320 - 0,75— Mé4 - 4,51+ M4 - 5,45=0, 
& Mr=0: 150- 6,69—1597 - 4,33-+ MP - 6,35+ MP? - 7,21=0. 
Die Hebelarme sind aus der Zeichnung abgegriffen (in Bild 4 gestrichelt eingezeichnet). Unter 
Verwendung unserer Beziehungen zwischen M4, M4 und M?, MY wird daraus 
150 - 11,63 — 1320 - 0,75— M4 - 4,51 + Mé4 - 5,45 z=, 
150+ 6,69—1597 - 4,33-+ M4 - 6,35 - 1,418-+ M4 - 7,21 - 0,8856 = 0. 
Wir finden aus diesen beiden Gleichungen 


M4 = +475,6 mkg, M4 = +-255,1 mkg. 


4 
Bleiben wir bei der weiteren Lésung nun im Abbildungssystem des Bezugspunktes A und setzen 


: : A : 
hier die bekannten Momentenvektoren Mp und M zum resultierenden Vektor Me zusammen, 
so hat dieser die GréBe 


Mz =—1320+150=— 1170 mkg 
und stehtim FuBpunkt M;, auf der Verbindungslinie M’ Mj, in einer Entfernung e vom Punkt M’ 


11,29 - 1320 
e 1170 12,74 cm. 


Die Resultierende aus M4 und Mé hat die GréBe 
M4, = 255,1+475,6 =730,7 mkg 


und liegt auf der Verbindungsgeraden M; M; im Fu8punkt M,, in einer Entfernung e’ vom 
FuBpunkt M; 


i 13,12. 475,6 
e 730,17 = $,54. cm. 


Die Resultierende M4, der beiden Momentenvektoren M4 und Mé4 liegt nun einerseits auf der 
/ ‘ San . , , r 
Geraden M;,, M,, andererseits auf der Geraden M;, Mj. AuGerdem muB sich die Lage des FuB- 
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Basics auch ergeben durch eine Gleichgewichtsbetrachtung der drei Vektoren M4, M4 und 
M;', auf der durch die drei FuBpunkte gehenden Geraden, so daB wir hier bereits 


fiir die Richtigkeit unserer Rechnung haben. 
Aus 2’ M=0 wird 


eine Kontrolle 


Miso Me Ps = 0, 21170 419780,7-4 MA, = 0 


und somit 
M4, = + 439,8 mkg. 
Zerlegen wir weiter M%, in seine Bestandteile M4 und M4, so ergeben sich daraus 
M4 = + 705,8 mkg, MA = — 266,5 mkg. 
Mit den Zugehiérigkeitsgleichungen 


ak 
Pee he 
wird dann aus 
3 Pe iy 3,162 
M4 = +105,8: ‘Si = + 705,8- ty a es 
; — 19,5 
i easy eae an eae TN. 
66,5: Si = — 266,5- "8 68,33 kg, 
M4 = +475,6: S, = +475,6- = BE 05.19. ke 
, 2,236 
Mf = + 255.1: S,= +2551. 225° = + 45,63 kg. 


Die beiden Stabkrafte S; und S; im Dualbild werden dann noch mit Hilfe eines geschlossenen 
Kraftecks bestimmt, aus dem wir entnehmen 
EIST OPM oes 


Kine weitere Kontrolle fiir die Richtigkeit der Bildstabwerte ist nun noch dadurch gegeben, 
da® die Einzelresultierenden R;, und R;, in den angegebenen Wirkungslinien der dualen Ab- 
bildung liegen miissen, und da auBerdem das Seileck aller Stabkrafte im dualen Bild geschlossen 
sein muB, bzw. die Resultierende der Krafte P’, Sj, Si, $3, 8; durch den Schnittpunkt der Bild- 
kraftlinien 1 und 2 gehen muB. 


Zur Gewinnung der wirklichen Stabkrafte S* des Raumsystems errechnen wir die GréBen 
der Krafte mit der Beziehung 
Ae) 


oder, da wir auch die Komponenten der Kraft mit den entsprechenden Koordinaten der Stab- 
langen vergleichen kénnen, die leicht aus der Tabelle 4 zu entnehmen sind, 


S*=8' J (Tabelle 5). 


Tabelle 5. Zur Ermittlung der wirklichen Stabkréfte fir Beispiel II. 


Stab | l 2 | 3 | 4 | 5 | 6 
3 , 
S’ = [kg] 134,28 SI 2107.0 —114,5 | — 68,3 =2795,1 +45,6 
1 =[m] 4,58 | aby oe SLO 4,72 5,00 4,58 
V =[m] PLN 3,20 546 2,50 3,00 2,24 
. S* = [kg] +275 } —171 —185 =2799 —159 fee 


6. Die zeichnerische Lésungsméglichkeit fiir den Dreipunktanschluf. Die Aufgabe des Drei- 
punktanschlusses, bei dem sich je zwei der sechs Stabe schneiden, la8t sich durch eine einfache 
Umordnung der Unbekannten auch rein graphisch durchfiihren. Die drei Gruppen der je zwei 
sich schneidenden Stabe stellen fiir die Lagerung drei Ebenen dar, die als Lagerebenen in jeder 
beliebigen Art festgelegt werden kénnen (z. B. auch durch ein Lager mit zwei Unbekannten). 
Die drei Lagerebenen schneiden sich in einem Punkt. Wenn wir nun in jeder Ebene eine Kraft- 
komponente nach diesem Schnittpunkt festlegen, wabrend wir tiber die zweite keine besondere 
Aussage zu machen brauchen, dann erhalten wir mit diesen Ersatzkraften ein Problem mit nur 
drei Momentenvektoren, das nach Beispiel I (Abb. 3) auf zeichnerischem Wege gelést werden 
kann. ‘ 
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drei Ebenen bringen wir zunachst die 


Die Durchfithrung einer solchen Aufg 
Zur Ermittlung des Schnittpunktes der 


dann den DurchstoBpunkt A dieser Schnittgeraden 


der Ebene 3/4 zum Schnitt und bestimmen 
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16. Dieser Punkt A dient als Bezugspunkt des Raumsystems fiir die Dar- 


der dualen Bilder. Ersetzen wir nun die 


Stabe 1 und 2 durch die beiden Wirkungslinien 


von denen le durch den Bezugspunkt A geht, 2e dagegen beliebige Lage haben 
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kann, z. B. hier parallel zur Grundriftafel liegt, dann besitzt le kein Lagenmoment fiir Punkt A. 
Die Abbildung dieser Kraftwirkungslinie hat damit auch keinen Momentenvektor. In gleicher 
Weise gehen wir in den beiden iibrigen Ebenen vor, je eine der Ersatzkrafte geht durch Punkt A 
(3e und 5e), wahrend die andere beliebige Lage haben kann. Wir miissen natiirlich vermeiden, 
dafs die sechs Ersatzkrafte eine spezielle Lage haben, z. B. diirfen nicht alle drei freien Kompo- 
nenten parallel zum GrundriB gewahlt werden, da sonst drei Krafte in einer Ebene liegen, wahrend 
die drei anderen durch einen Punkt gehen. Damit wire das Raumsystem nicht unverschieblich 
gelagert und wir erhielten demgem48 auch keine Gleichgewichtslésung. Zur Vermeidung dieser 
Sonderlage ist deshalb hier 2e und 6e horizontal (ohne z-Komponente) und 4e ohne x-Kompo- 
nente in die zugehérigen Ebenen eingeordnet. 


Die sechs Ersatzgeraden sind nun ohne weitere Rechnung in das Bild der dualen Stab- 
wirkungslinien einzutragen. Es wird die Ebene zweier sich schneidender Stabe im dualen Bild 
als Schnittpunkt der beiden zugeordneten Geraden erscheinen. Alle Geraden, die im Raumsystem 
in dieser Ebene liegen, miissen im Dualbild durch diesen Punkt gehen. Nun ist aber 2e ohne 
z-Komponente gewahlt, also geht die zugehérige Bildwirkungslinie durch den Koordinaten- 
anfangspunkt O und den Schnittpunkt der Stabe 1/2. Sie muB auferdem auch parallel der 
Grundrifprojektion 2e’ verlaufen, so da® wir hiermit schon wieder eine Kontrolle fiir die Ab- 
bildung haben, die noch erweitert werden kann durch Errechnen des MomentenfuBpunktes M’,., 
der ebenfalls auf dieser Linie liegen muf8. Das Lagenmoment M,, wirkt in der Ebene 1/2, da 
sowohl der Momentenbezugspunkt A wie auch die Kraftlinie 2e dieser Ebene angehéren. Das 
bedeutet, daB der Vektor im Schnittpunkt der Bildkraftlinien 1 und 2, der ja diese Ebene cha- 
rakterisiert, liegen muB. Die gleichen Uberlegungen fithren fiir die Ersatzkraft 6¢ zur Lage der 
Bildkraftlinie und des MomentenfuBpunktes M;.. Fiir die Ersatzkraft 4e haben wir mit dhnlichen 
Uberlegungen das Bild der Linie 4e durch den Schnittpunkt der Linien 3, 4 parallel der y-Achse 
und den FuSpunkt M;. auf dem Schnittpunkt der Bildlinien 3 und 4 festzulegen. Die Bildlinien 
fiir le, 3e und 5e gehen parallel zum Grundrif$§ durch die Abbildungspunkte der zugehérigen 


Ebenen. Damit sind die Ersatzkrafte le bis 6e ohne neue Rechnung einzuzeichnen. 


Zur Kontrolle der Genauigkeit unserer Abbildung kénnen natiirlich die Abbildungswerte 
fiir eine beliebige Lange J; der Ersatzkraftlinien im GrundriB auch nochmals errechnet werden, 
die dann unsere Betrachtungen bestatigen miissen (Tabelle 6). 


Tabelle 6. Abbildungswerte zum Beispiel III fiir c =6 cm. 


Kraftdarstellung Momentendarstellung 
Komponenten Abbildungs- Lage eines Punktes der | Abbildungswerte fiir 
Stab (Langen, Kraft) werte Kraft in bezug auf 4 den Momentenvektor ates 
us A Sa Es are ae ee (M.) Bis wide hopes 
Xi Vi | Zi Ll: | aj Ss 1) | Ey 4X x | y 
= ar] ECE 
1 — 355 +2 =) 4,03 | —2,978 aes = As = 
Y +2 / —4 =P 4,47 | — 2,683 ae | = os 
3 2D) oli =o | —5 3,91 | — 7,680 - | | ay = | es 
4, +3.5 —2 —5 4,03 —7,444 - - — a = 
5 +14 has O —3 4,00 ~—4,500 Varats zi = — | ae 
Cid Baoan ae 8 3,20. |. —5,621 = — = — mera ray 
P | +400 | =500 | —300 | 640.3 | —2,811 —6,71 | +0,07 | —0,86 seawall SAF t=“ O.813 
: Te=| 10,21 0543 |, 6,86 10,22. | — 4,027 0 —- | _ 
2e 1 -+1,13 | ATO aa O 4,83 | a —10,21 | —0,43 | —6,86 | +48,473 | +0,958 | — 3,985 
3e | —5.21 | —2,93 |.—3,86 5,98 | — 3,873 Sora ameter gat a 0 — | — 
ite 0 |} —2,58 |: —5 2,58 —11,628 5,21 | 2,93 || 3,86 | +13,442 | +11,628 | +2,094 
5 Be eee 3) jee 560 3,78 | — 9,302 — == = 0 BAAR enn 
ee +4,98 | —1,52 | 0 Sem | 0 991 | 03. 071-+ —5,86-4"— 11,929 | 14,678 | +4,500 


Lésen wir nun das System der Ersatzkrafte im dualen Bild (gestrichelt eingezeichnete Kraft- 
wirkungslinien), so treten nur drei Momentenvektoren auf. Diese sind nach Art des Beispiels U 
in zwei Seitenrissen zeichnerisch zu bestimmen. Die Lésung ist aber noch bequemer mit zwei 
Momentengleichungen zu erreichen: Verbinden wir Punkt Mee mit M;, und My. mit Meer so 
schneiden sich die beiden Verbindungsgeraden in einem Punkt M/, der den Fufpunkt fiir den 
resultierenden Momentenvektor M, von M,, und M,,. vorstellt. Mp ist dann in der Ebene senk- 
recht zur ersten Verbindungslinie ins Gleichgewicht zu setzen mit Mye und Mins 
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Mit Mp=-+3327 mkg und den aus der Zeichnung entnommenen Langen ist 
3327 + 5,72 = — My * 13,61, 
3327 7,89=—M,* 13,61. 


Daraus ergibt sich 
Mye= — 1398,3 mkg, 


Wir zerlegen weiter M, in seine Bestandteile My, und Mee 
1928,7 - 15,44=M,,. + 17,79, 
1928.0) 2535e— Mestad on 


M, = — 1928,7 mkg. 


Wir erhalten 


My = —1673,9 mkg, Mege=— 254,8 mkg. 


Als Kontrolle fiir die Rechnung priifen wir nach 
» M=0: —1398,3 — 1673,9— 254,8+ 3327=0. 


Mit den Zugehorigkeitsgleichungen fiir Stabkraft und Lagenmoment 
iv 


S’=M - : 
Sy — 1% 
erhalten wir dann die GréBen der Abbildungskrafte 
ABort ite 
Sie =— 1673,9 48,47 — 166,8 kg, 
; SOuaet aint 
Sue = ea 1398,3 y PBN Ets = 268,4 ke, 
; 5,21 fs 
See =) Sap 254.8 : = 217031 = ae eS kg. 


Die Kraft P, bzw. ihre GrundriBprojektion P’ =640,3 kg, 1aBt sich mit den nun bekannten 
drei Kraften in 2e, 4e und 6e mit Hilfe von Krafteck und Seileck zu einer Resultierenden zu- 
sammensetzen, und wir kénnen dann mit dem Culmannschen Verfahren (oder mit Kraft- und 
Seileck) die drei restlichen Ersatzkrafte Sj., Sj und Sj. bestimmen. Der Ubergang von den ge- 
wahlten Ersatzkraften zu den wirklichen Abbildungskraften gestaltet sich nun héchst einfach: 
Nach einer Umgruppierung der Krafte im Krafteck, so daB die gleichen Ebenen zugeordneten 
Krafte zusammen liegen, lassen sich die Ersatzkrafte einfach durch die wirklichen Krafte mit 
einem Krafteck ersetzen. Wir entnehmen dem Krafteck in Abb. 5 die Werte fiir die Stabkraft- 
gréBen 

bi 843 kg, S,= 56 (ke, Spe A0-ke, 

Sa 330 ke. Spa SAck eh Sl sO: 
Die Richtungspfeile des Kraftecks, in den Grundri8 iibertragen, liefern sofort das Vorzeichen 
der Stabkrafte, es wird 1, 2, 5 Zugstab und 3, 4, 6 Druckstab. Die wirklichen StabkraftgréBen 


des Raumsystems ermitteln wir wieder mit S* = S' I/I’; ihre Werte sind in der Tabelle 7 zusammen- 
gestellt. 


Tabelle 7. Die wirklichen Stabkrafte fiir Beispiel III. 


uaa 


| 


2 3 4 5 | 6 
| 
_ | | 
S’ = [ke] dada ihrem, 340 |. 367 —34 +40 |. 130 
= [m] 4,50 4,90 6,34 6,42 500M 4,39 
Vv =[m] 4,03 AAT e. bo 3,91 4,03 4,00 | 3,20 
S*= [kg] +941 | 4362 | 920 —54 +50 | 18 


Die den letzten Beispielen zugrunde liegende Lagerung des Raumsystems in drei Ebenen 
(mit 3mal 2 Staben, die sich schneiden) ist in Wirklichkeit von viel allgemeinerer Bedeutung als 
es zunachst aussieht. Es ist jede statisch bestimmte Lagerung, bei der eine Ebene vorkommt, 
auf das oben beschriebene Drei-Ebenen-Problem zuriickzufiihren. Eine Lagerung mit sechs 
Staben, von denen zwei in einer Ebene liegen, kann auf die Stabanordnung in drei Punkten, 
in denen sich je zwei Stabe schneiden, gebracht werden. Nehmen wir einmal den Fall an, es 
schneiden sich bei einem mit sechs Staben gelagerten Kérper die Stabe 1 und 2 in einem Punkt, 
dann lassen sich die DurchstoBpunkte zweier weiterer Stabe, z. B. 3 und 4, durch die Ebene 


3 
‘ 
ta 
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_ der Stabe 1/2 bestimmen und die Stabkrifte 1 und 2 ersetzen durch Ersatzkrifte le und 2e, 


deren Wirkungslinien von diesem Schnittpunkt nach den Durchsto8punkten verlaufen. Damit 


é sind dann schon zwei Ebenen bestimmt. Wir nehmen dann die DurchstoBpunkte der beiden 


restlichen Stabe durch eine der neuen Ebenen, z. B. 3/le, und ziehen in gleicher Weise die Ver- 
bindungslinien 3e, 1f der DurchstoSpunkte von 5 und 6 mit dem Schnittpunkt 3, le als neue 
Kraftwirkungslinien ein, dann ist der Drei-Ebenen-Anschlu8 schon erreicht. Das Ersatzkraft- 
system If, 2e, 3e, 4, 5, 6 ist dann eine Aufgabe, wie sie in den Beispielen II und III besprochen 
sind, die also analytisch oder graphisch durchzufiihren ist, und durch einfache Ersatzkraftecke 
wieder auf die urspriinglichen Stabkrafte umzuformen ist. 


7. Losung fiir die allgemeine Lagerung mit sechs windschiefen Stiben. Die allgemeinste 
Lagerung mit sechs windschiefen Kraften, die bei den Lagerungsarten der Praxis allerdings nur 
ganz selten vorkommt, erfordert in der dualen Abbildung die Lisung von fiinf Momenten- 
vektoren, ist also nicht direkt mit einer Abbildung zu erledigen. Wir benutzen hier wieder den 
Satz, daB durch vier windschiefe Stabkraftlinien stets zwei Achsen zu legen sind, die alle vier 
Stabe treffen. Wahlen wir den Bezugspunkt des Raumsystems nun auf einer solchen Achse, 
dann liegen alle Wirkungsebenen der vier Lagenmomente im Raum so, da sie diese Achse 


_ enthalten. Die Punkte im Dualbild, die die einzelnen Wirkungsebenen in der dualen Abbildung 


charakterisieren, miissen demnach auf dem Dualbild der Achse liegen. Das bedeutet, daB die 
Fu8punkte der vier Momentenvektoren der getroffenen Stabe auf der Zuordnungslinie der Achse 
liegen, bei einer Momentengleichung um diese Achse also verschwinden. Nun gibt es zwei solcher 
Achsen fiir je vier Stabe, wir kénnen also auch zwei Momentengleichungen aufstellen, die die 
gleichen zwei Stabmomente (der nicht getroffenen Stabe) enthalten. Damit mu8® die Aufgabe 
zu lésen sein, 

Betrachten wir die allgemeine Lagerung wieder an einem Beispiel IV, dessen Lagerstabe 
windschief zueinander liegen (Abb. 6). Wir suchen im Raumsystem zunachst zwei Achsen, 
die vier Lagerstabe, z. B. hier die Stabe 1, 3, 4, 5, schneiden, auf denen wir je einen Bezugspunkt 
fiir die Abbildung wahlen miissen. Wenn wir nur einen Punkt der zwei Achsen angeben kénnen, 
kénnen wir sogar auf die Ermittlung der Achsen selbst im Raumsystem verzichten. Zur Kon- 
struktion der beiden Punkte stellen wir uns zunachst einmal das aus den Staben 3, 4 und 5 
hergestellte einschalige Hyperboloid vor und legen durch Stab 1 eine Ebene (hier parallel zur 
GrundriBtafel). Das Hyperboloid schneidet als Durchdringungsfigur in der Ebene eine Kurve 
zweiter Ordnung aus. Die Schnittpunkte dieser Kurve mit dem Stab 1 sind dann zwei Punkte, 
die auf den gesuchten Achsen liegen, weil sie sowohl dem Hyperboloid als auch dem Stab | 
angehoren, d.h. durch sie sind je eine Gerade zu ziehen, die die vier Stabe treffen. 


Die Kurve zweiter Ordnung (meist Ellipse) ist bestimmt durch fiinf Punkte, die als Durch- 
stoBpunkte der drei Stabgeraden 3, 4 und 5 und zweier weiterer Hilfsgeraden, die wir beliebig 
durch die drei Stabe einfiigen kénnen, gefunden werden. Weitere Punkte der Kurve lassen sich 
mit dem Pascalschen Satz der projektiven Geometrie gewinnen, und die zwei Schnittpunkte 
der Kurve mit der Stablinie 1 findet man am einfachsten mit dem Steinerschen Kreis. Diese 
Konstruktionsgrundlagen Jiefern die beiden Punkte I und Jf auf der Stabkraftlinie 1, 


‘durch die dann die Geraden durch die Stabe 1, 3, 4, 5 gezeichnet werden kénnten (eine ist an- 


gegeben). 
Fiir diese beiden Bezugspunkte I und II 146t sich nun die duale Abbildung entwerfen. Die 
Bilder der Stabkraftlinien werden mit den Abstanden a; vom Bezugspunkt O eingetragen und 
die Lagenmomente sowohl fiir den Bezugspunkt J als auch fiir Bezugspunkt II aufgestellt. 
Die MomentenfuBpunkte fiir die Momente um Punkt J bezeichnen wir mit M;, die fir Punkt IT 
mit M;’. Als Kontrolle der richtigen Ermittlung haben wir, neben der Lage der FuBpunkte 
auf der Bildkraftlinie, noch die FuBpunkte Mj, Mj, M; auf einer Geraden, der Achse I,J, und 


ebenso die FuBpunkte M;, Mi, M; auf einer Geraden II,/I liegen. Diese Geraden sind die 


dualen Bilder der beiden Achsen, die die vier Stabe schneiden. M, und M{ verschwinden, weil 
die Bezugspunkte I und IJ im Raumsystem auf der Kraftlinie des Stabes 1 liegen. 

Stellen wir fiir die zwei Achsen in der dualen Abbildung die Momentengleichungen der 
Lagenmomente auf, so erhalten wir, mit Mp= +857 mkg und Mi — +3155 mkg, und den aus 
der Zeichnung zu entnehmenden Hebelarmen 

SM; =0: 857-0,70+ M!-9,91-+ M7 - 9,27=0, 
XY Mr =0: 3155 - 2,88 + M#- 3,38— MU - 3,45=0. 
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Tabelle 8. Die Abbildungswerte zum allgemeinen Beispiel IV. 
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Die Verhaltnisse der beiden Momentengréfen sind mit den 
Werten fiir (€ y—7 x) aus der Tabelle 8 aufzustellen zu 
Mi — 6,90 


Mir > rer = 7 04307, 


My 13,45, 
MIL ETT O200 HG. 


1,3165. 


Setzen wir diese Verhaltnisse an Stelle der Werte M™ in 
der zweiten Momentengleichung ein, so wird 


857 + 0,704 Mz - 9,91 + -M! - 9,27=0, 
3,38 1. 3.45 
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und wir finden daraus 


M!=—1768 mkg, M7 =+-1825 mkg 


_bzw., wenn wir die Gleichungen nach M! auflésen, 


Mi'=+4103 mkg, M™—— 1386 mkg. 


Zur Bestimmung der drei anderen Momentenvektoren, 
deren FuBpunkte auf den beiden Achsen liegen, fassen 
wir erst einmal die Vektoren der bis jetzt bekannten Krafte 
zu einem resultierenden Vektor Rj, bzw. Ri} zusammen. 
Auf der Achse I,J liegen M1, M? und M!, und es muB aus 
Gleichgewichtsgriinden auch Ri daeade liegen,. dessen 
GréBe sich zu 


Ri = M14 MI + M! = + 578—1768-+1825 =+ 914mkg 


ergibt. Die Resultierende der Momentenvektoren M!, M/, 
M! mu8B umgekehrt gleich groB sein, also = —914 eae. 


Mit der gleichen Uberlegung finden wir auf der Achse 
IT,II die Resultierende der bekannten Vektoren 
\ 


RU = MU + M+ Mi = + 3155 + 4103 — 1386 
= + 5872 mkg. 


(Es ist hier wieder leicht eine Kontrolle einzuschalten 
fiir die seitherige Rechnung: Die Lage der resultieren- 
den Vektoren Rj, bzw. Ri} muB sich bei einer analy- 
tischen oder graphischen Zusammensetzung auf den 
entsprechenden Achsen ergeben.) 


Diese beiden Resultierenden der noch unbekannten 
Krafte ersetzen wir auf den zugehérigen Achsen durch | 
ihre drei Komponenten (die Momentenvektoren der ge- 
suchten Stabkrafte). Da das nicht auf einer Achse allein 
geht — weil parallele Vektoren in der gleichen Ebene 
eindeutig nur in zwei Komponenten zerlegt werden 
kénnen —, benutzen wir wieder die Doppelabbildung der 
Momentonfabpunkté und stellen in jeder der zwei 
Ebenen auf den Achsen J,J und IJ,II Momenten- 
gleichungen um einen Punkt ides Momentenvektors M, 
auf. Es wird mit den der Zeichnung entnommenen Ab- 


standen der FuBpunkte von M; bzw. My 
Achsé L,I: | M!-8,60-+ M!-21,63=— 914- 3,80, 
Achse II, II: 1 - 6,80 + HN AOE 10,72.= ++ 5872 » 12538. 
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Daraus lassen sich die MomentengréSen unter Benutzung der Verhaltnisse 


MM APO NEE ees ano aes b 
“Mr = 22.93 = 1,1413, Mr — LAG = 2,7245 

finden zu j 
M! = — 20092 mkg, M! = + 7828 mkg. 


Wollen wir nun auch noch den Momentenvektor fiir den Stab 3 ermitteln, so ergibt sich dieser | 


aus der Gleichung 


2 M02 1857 


1768 + 1825 — 20092 + 7828 + M? — 0 


M? = + 11350 mkg. 


Die Zugehdrigkeitsgleichungen zwischen Momentenvektor und Bildstabkraft liefern dann die_ 


Bildstabkrafte der bisher errechneten Werte 


3,606 3,606 
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Sy = = 1768-25 = + 4103 = + 604 be, 
SOR tae Se LD sagt: 
S, = — 20092: a ae age iy! 
Si = + 7828 - te es o454 Ea, 
S; = + 1825 -- 7 e886 1a 9 — 923 ke. 


Die Ermittlung der letzten Unbekannten, der Stabkraft S;, bringt nun zugleich zwei Kontrollen | 
fiir die ganze Lésung. Das Gleichgewichtsproblem der zerstreuten Bildkrafte vermag namlich | 


drei Unbekannte zu lésen, wahrend uns nur noch eine einzige zuriickgeblieben ist. Wir ent- 
nehmen dem Krafteck der Abb. 6 fiir die beiden SchluBstabe S,;=—555 kg und S;=3250 ke. 
Das Ergebnis fiir S; dient als Kontrolle, und wir haben als letzte Priifung der Richtigkeit der 
Lésung noch die Méglichkeit, ein Seileck der Bildstabkrafte einzuzeichnen, das dann geschlossen 
sein mu, 


Aus den ermittelten Kraften S; in der dualen Abbildung kommen wir wieder zu den wirk- | 


lichen Stabkraften S* mit der Gleichung S*=5S' - 1/l', deren Werte in der Tabelle 9 zusammen- 
gestellt sind. 


Tabelle 9. Die wirklichen Stabkrafte des Beispiels IV. 


Stab asta] 1 2 3. 4 5 | 6 
, : : : 
S! = [kg] Bese UN NVR GGA ne ice 8oRg WAAGB OT A 4d a) eo pe 
1 =[m] 5,02 6,16 6,71 7,14) > | 6:35. 41 7,18 
Vv =[m] 5,22 3,61 | 4,47 5,10 | 3,91 | 5,15 
S* = [kg] —555 | +1186 | 4875 +6257 33054) edgy 


8. Lésung fiir Raumfachwerke nach dem ersten und zweiten Bildungsgesetz. Mit dieser | 
Lésungsmethode des Sechsstabanschlusses sind, im Rahmen der Lisung allgemein statisch be- _ 


stimmter Anschliisse, auch Raumfachwerke nach dem zweiten Bildungsgesetz zu lisen, bei 
denen zwei statisch bestimmt aufgebaute Fachwerksteile durch sechs Stabe, oder einen Punkt 
und drei Stabe, aneinander angeschlossen sind. Ebenso sind die Knotenpunktslésungen der 


Fachwerke, die nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut sind, mit der dualen Abbildung gra- 


phisch durchzufiithren. Das Problem des Fachwerks nach dem ersten Bildungsgesetz besteht 
bekanntlich aus einzelnen Dreibockaufgaben. Dabei kann auf eine Darstellung der Lagen- 
momente vollstandig verzichtet werden, denn die an jedem Knoten auftretenden drei un- 
bekannten Stabkrafte kénnen mit der Kraftdarstellung allein gelést werden. (Die Lagenmomente 


wiirden von selbst verschwinden, wenn der Knotenpunkt zum Bezugspunkt des Raumsystems 
gewahlt wird.) 
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Die Lisung der Stabkrafte in einem nach dem ersten und zweiten Bildungsgesetz aufgebauten 
Fachwerk zerfallt demnach in einzelne Knotenprobleme und Sechsstabprobleme, deren Lé- 


sungen in einem Dualbild zusammengefaBt und dort als ebene Aufgaben durchgefiihrt werden 
kénnen. 


Das Beispiel V der Abb. 7 stellt ein derart aufgebautes Fachwerk dar. Wenn wir die Ab- 
baumdglichkeit verfolgen, so liegt nach dem Abbau der oberen Spitze, der Stabe 1, 2, 3, kein 
dreistabiger Knoten mehr vor. Die Lisung kann dann durch einen Schnitt durch die sechs 
Stabe 7, 8, 9, 10, 11, 12 weitergefiihrt werden. In gleicher Weise ist das untere Stockwerk durch 
einen Schnitt durch die Stabe 16, 17, 18, 19, 20, 21 zu lésen. Wir haben also als Lésungsgrund- 
lage die beiden SechsstabanschluBprobleme zu erledigen und kénnen dann mit weiteren Knoten- 
punktsbetrachtungen die noch fehlenden Stabe aus ebenen Kraftgleichgewichtsproblemen finden. 
Die duale Abbildung der Stabe, deren Abbildungswerte in der Tabelle 10 enthalten sind, bietet 
wieder zahlreiche Kontrollméglichkeiten: Alle Stabe, die im Raumsystem eine Ebene bilden, 
miissen im Dualbild durch einen Punkt gehen. (Durch Benutzung dieser Erkenntnis kann man 
sich natiirlich auch die Errechnung zahlreicher Abbildungswerte ersparen.) Die Kraftrichtungen 
in den einzelnen Staben werden fiir die Vorzeichen der Projektionswerte zunachst nach unten 
gehend angenommen, und fiir die in der waagrechten Ebene liegenden Stabe sind in der Tabelle 
die angenommenen Richtungen eingezeichnet. Auf die Abbildung der lotrechten Kraft von 600 kg 
sei hier gesondert eingegangen: Die Kraft erscheint nicht im Grundrif®, hat also in der dualen 
Abbildung, deren Ebene parallel zum Grundrif gewahlt wird, keine Wirkungslinie. Der Ab- 


stand a dieser Kraft verschwindet jedoch nicht, er wird nach den Abbildungsgesetzen ; 


Wir erhalten damit das Bild einer Kraft 0 im Abstand ©, was im Sinne der Statik ein Moment 
darstellt, das als MomentengréBe den Wert P’ a=cZ* =1200 cmkg besitzt. Entsprechende Sonder- 
werte werden wir auch bei der Darstellung des Lagenmomentes dieser Kraft zu erwarten haben, 


da ja keine endliche Wirkungslinie fiir die Kraft vorliegt, auf der die Fufpunkte der Bild- 


momentenvektoren liegen kénnten. 


Nehmen wir uns zunachst den Schnitt durch die sechs Stabe 7, 8, 9, 10, 11, 12 vor. Den 
' Bezugspunkt dieser Teilaufgabe im Raumsystem wahlen wir so, daB er auf einer Geraden liegt, 
die vier Stabe schneidet. Wir miiBten dann noch einen zweiten Bezugspunkt auf der anderen 
Achse annehmen, die die gleichen Stabe schneidet. Beide Bezugspunkte lassen sich jedoch 
vereinen. Der gewahlte Punkt J liegt auf einer Geraden entlang des Stabes 6, die die Stabkraft- 
linien 7, 8 und 11, 12 trifft. Die zweite Gerade, die diese vier Stabe schneidet, liegt entlang des” 
Stabes 12, der hier die Schnittgerade der Ebenen 7, 8 und 11, 12 darstellt. Damit ist dieser Doppel- 
punkt J, der auch auf der Stablinie 12 liegt, fiir das ganze Sechsstabproblem ausreichend. Es ist 
Punkt J nicht der einzig mégliche Punkt, der diese Eigenschaften hat; es kénnte jeder beliebige 
Punkt auf der Stablinie 12 genommen werden, da die Stabe 7, 8, 12 eine Ebene bilden, also 
z. B. auch der Punkt IT. Wir wollen hier jedoch der Allgemeinheit zuliebe beim Punkt I bleiben 
und fiir Punkt IJ nur das zweite Problem darstellen. 

Die auf Punkt I bezogenen FuBpunkte sind in Abb. 7 mit M; bezeichnet. Eine besondere 
Betrachtung der Abbildung des Momentenvektors ist wieder fiir die lotrechte Kraft 600 kg 
notig. Die FuBpunkte der Lagenmomente lassen sich wieder nicht zeichnerisch erfassen, da sie 
ins Unendliche fallen. Wir gehen daher auf die Definition der Momentenabbildung zuriick 


und finden, dai 
M by=c M‘, Mb,= —c MY, 


d.h., daB® fiir diese Kraft der Vektor M (der selbst ins Unendliche fallt und die GréBe 0 hat) 


ein Moment um die y-Achse besitzen mu von der Gribe 
(M b,)= —2 + (—4500) = +9000 [cm mkg]. 


Dieses Moment ist in der Abbildung zu beriicksichtigen und dort (mit drei Pfeilen versehen) 
eingezeichnet. M* verschwindet, so daf§ mit der eben erwahnten Darstellung die Wirkung 
der Kraft 600 fiir Bezugspunkt J voll erfaBt ist. Die Momente der Stabkrafte S; und S, liegen 


in der gleichen Ebene, fallen im Dualbild also zusammen. 
“> 
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Tabelle 10. Abbildungswerte zum Fachwerk. Beispiel V. 


Kraftdarstellung & y Momentendarstellung 
eee ee Abbildungs- Lage eines Punktes Abbildungswerte 
Kraft (Langen, Kra te) ie heey werte — Mi _ der Kraftwirkungslinie ea fiir den Momentenvektor 
x | M Zi l; Oine \Gauke hOS ” GON Ree ha Aaa at by 
eee 
1 0 — 4 —5 4 —2,5 | 
2, +3,75 | + 2 =5) 4 4,25" | 2.352 
3 —3,75 | + 2 —5 4,25 |—2,352 
a +3,75 | — 6 0 1,076; 0 
5 +3,75 | + 6 0 7,076} 0 
6<-| —7,5 0 0 ile) 0 
4 +9,75 |} + 1,5 —8 9,86 |—1,624 Jf —7,5 0 0 —11,25 —10,667 0 
8 —2,25 | + 1,5 —8 2,70 |—5,926 I —7,5 0 0 —11,25 —10,667 0 
9 —6 + 7,5 —8 9,605|— 1,664 iE —3,75 AN 0 —64,125 | — 0,936 | —1,497 
ee a eee oe 
Pret) ra ’ i > a) 0 ae ie 
Bota e2 5 he 8 | 2,70 |-.5,996]° 1 0 0 0 0 is = 
13<-| —12 0 0 {12 0 ; 
14 +6 —ll 0 112,53 0 
15 +6 +11 QO 412,53 0 | 
16 —6 —15 —6 |16,16 |—0,743 II 0 0 0 0 — _ 
17 +3 sip oo) NO 3,91 |—3,070 II 0 Ona eC 0 — — 
18 +15 + 2,5 | —6 15,20 |—0,790 II —12 0 0 —30 — 4,8 0 
19 —3 + 2,5 | —6 3,91 |—3,070 II —12 0 0 —30 — 4,8 0 
20 —9 +13,5 —6 116,24 |—0,740 oT, —6 —ll 0 —180 — 0,4 —0,733 
21 0 — 4 | —6 4 —3 Il —6 —ll 0 +24 + 3 +5,5 
| 1 023759. | uk 5 [et 30950) hp oa) lh a-ongot 
P = ae -+¢ > TU, o) 
as 200 fe, 1005) 3001-76150.) “13130 rr | 6); 8 bel 4caa-| 28950, 20.943 » at g3 
pe | if 0 0 0 0 = ae 
500 SOU tra. 0 OB SNA ai PPE | 98,05 02 *as g) | 287507 10.660 |» 10 
* 4 Hi —3,75| —6 0 | +2400 0 0 
400>]| +400 | 0 Oren Onet “0 TP AG» a7 | 8 5 68000) a] 9, 133 0 
¥ (0) | (oo) | I My=—4500 (Mz + bx) = + 9000 
BuO 1 20 : 600 \(P’-a)=—600°21 5, My =—5850; j (Mz* bs) = +11700 
Mz=+ 900 \ (Mz + by)= + 1800 


Damit stehen als erstes Gleichgewichtsproblem die Momentenvektoren M!,,, M!, Mj, mit 
den bekannten Momentenvektoren M)= 3225 mkg, M,J,= 2400 mkg und dem Vektormoment 
(Mb)§, von der GréBe 9000 [cm mkg] im Gleichgewicht. Wir ermitteln die Vektoren mit Mo- 


mentengleichungen um drei Achsen a, b, c durch je zwei Fuipunkte: 
2X M.a=0: 3225 - 2,20 + 2400 - 4,61—3900+ M’ -5,54=0, 
XM,=0: 3225 - 4,40 + 2400 - 1,60—1365 + My, + 9,55=0, 
Di Me 02 a2200 121 -+7620-+ M! - 9,00=0. 


(Vom Vektormoment (M- b,),J, ist dabei nur die Komponente zu setzen, die in der Achsen- 
richtung zeigt, die Hebelarme fiir die anderen Momentenvektoren sind aus der Zeichnung ent- 
nommen.) 


Wir erhalten daraus 
MIi=—2574 mkg, M!,=—1745 mkg, M?],=—1302 mkg. 


Der Momentenvektor MI, liefert die Summe der Lagenmomente beider Stabe. Zur Aufspaltung 
dieser Summe in die Einzelwerte denken wir uns die resulticrende Kraft dieser beiden Stabe 
zerlegt in eine Komponente »S;g in der y-Richtung und eine zweite nS; in der «x-Richtung. 
Die letztere geht durch den Punkt J im Grundri® des Raumsystems, hat also kein Moment um 
diesen Punkt. Damit erkennen wir, da®B der erhaltene Momentenvektor M/, das Lagenmoment 
fiir ,S;, darstellt und wir kénnen die drei zugehérigen BildstabgréBen errechnen zu 


% 
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\ 


Ee Loh es 

Sig =— 1302: 75 = + 174 kg, 
T9600 

S, =— 2574-747. = + 386 kg, 

Sta PAS ee nies te 
aa TMs 25 a 


Die restlichen drei Stabkrafte, das sind »S;,, Si,, Siz, lassen sich nun mit Hilfe eines Kraft- 

und Seilecks in dem dualen Bild finden: Wir fassen zunachst die gegebenen Krafte P’, 500, 
400, Sj, Si, und Si, zu einer Resultierenden R’ zusammen, deren GréBe sich aus dem Kraft- _ 
eck zu 243 kg ergibt, geben zu dieser das Moment 1200 cmkg hinzu, was eine Verlagerung der — 
Resultierenden im Sinne des Moments um x’ =1200/243=4,94 cm bedeutet, und setzen die so 
entstandene Resultierende R’ mit ;S;,, Sj, und S}, nach dem Culmannschen Verfahren ins 
Gleichgewicht. Aus ,S;, und ,S;, wird durch ein Ersatzkrafteck wieder S; und S,, so das aus © 
dem gezeichneten Krafteck die sechs Stabkrafte zu entnehmen sind. Wir lesen ab 


3 Spb541 ke, 2S) = 3b 386 key is SG 7 deg: 
3 ; Si=+163 kg, ° Sij,=—465kg, Si, =—439 kg. 


Die zweite Teilaufgabe, der Schnitt durch die Stabe 16, 17, 18, 19, 20, 21 wird in der gleichen 
Weise mit dem Bezugspunkt JJ des Raumsystems dargestellt. Fiir die Kraft 600 ergibt sich 


bei der Darstellung der Bildmomentenvektoren ein Vektormoment um die x-Achse 
(M by)ii)= + ¢ Mi =-+ 2 - 900= + 1800 [cm mkg]; 
und ein Moment um die y-Achse . 
- (M b,)i, = —2 + (— 5850) = + 11700 (cm mkg]. 


Wir kénnen wieder um drei Achsen, d, e und f, die Momentengleichungen fiir die vorhandenen _ 
Momentenvektoren, deren Fubpunkte sera mit M‘/ in die Zeichnung eingetragen sind, auf- | 
stellen: 


XMa=0: —750- 3,40—5250 - 0,82 + 3000 - 1,52— 8200 + M1! -3,13=0, 

XM.=0: —750- 0,97—5250 - 4,81 — 3000 - 0,43 + 150 — M4\- 6,72=0, 

X My=0: —750 - 9,36-+ 5250 * 2,29 + 3000 - 1,87 + 11150+ MZ, - 4,20=0. 
Daraus ergibt sich | 


MJ,=—5182 mkg, MlU= +1724mkg, M!!——4036 mkg. 


Die Zuordnungsgleichungen zwischen Lagenmoment und Bildkraftvektor liefern, bei der gleichen 
Zerlegung der Resultierenden der Stabkrafte Si, und S;, in eine etengnve Komponente ,S; 
und eine Komponente ;Sj,;, durch den Bezugspunkt IJ, fiir 


2,0 


Siero = — 5182 -—- = + 432 kg, 
i 16924 
fe Na et a Wee Bary Ray 156 kg, 
; 4 5 
Shy = — 4036 - 24 = — 673 kg. 


Die restlichen drei Krafte dieses Teilproblems sind wieder wie beim vorhergehenden System 
mit Kraft- und Seileck (wobei wieder das reine Moment 1200 cmkg der Last 600 kg nicht ver-_ 
gessen werden darf) zu ermitteln, und wir entnehmen der Abb. 7 fiir die Stabkrafte des zweiten _ 
Schnittproblems 
Sig= —172 kg, Sis= +578 kg, Soo = — 156 kg, 
S,,= — 673 kg, Sigs = +526 kg, Sj, = — 673 kg. 


Der Rest der Raumaufgabe kann ohne Momentenvektoren geliést werden. Die Spitze des 
Raumfachwerks liefert eine Gleichgewichtsaufgabe zwischen der Kraft P’ und den Stabkraften 
Si, S3, S;, die mit dem Culmannschen Verfahren gelést wird. Wir finden aus dem Krafteck 


Si = — 609 ke, S,= — 63 kg, S3= +277 kg. 


18,19 | 


SY ry) mae A 
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. Ac nachste Knoten enthalt nur noch zwei Unbekannte im Gleichgewichtsproblem, so daB hier 
bereits auf das Seileck baw. die Lésung nach Culmann verzichtet werden kann und ein ein- 


faches Krafteck geniigt. Die dann folgenden beiden Knoten enthalten nur eine Unbekannte 
_ wodurch schon das Krafteck selbst zur Kontrolle wird. 


Wir lesen nach Durchfithrung der Liésungen fiir diese Knoten, die sich in die bereits be- 
stehenden Krafteckbilder gut einfiigen lassen, die StabgréBen ab 


Si= +55 kg, S;= — 250 kg, S;=— 672 kg 
und im unteren Ring 
Sj=—560kg, Si,=+42 kg, Si,=— +126 ke. 


Der Ubergang zur wirklichen Stabkraft ist wieder mit dem Verhaltnis S*/S’=1/V' durchzufiihren. 


pe ene fiir die einzelnen Stabe sind, einschlieBlich ihre Vorzeichen, in der Tabelle 11 auf- 
gefuhrt. 


Tabelle 11. Die wirklichen Stabkrafte des Raumfachwerks. 


ee 
Stab | i | 2 3 4 5 6 7 
reteset ee ay NA OO a OL DEAE geen ee ry ae se Me Sig aaa 
S’ = [ke] —609 £%3 4277 A058 250 —672 +54] 
1 =[m] BANe le neWG,56 2c al a OSB og 9. TBs ioe 08 7,50 12,70 
Vv =[m] 4,00 Lens Spi aos wAler lrg 7,08 7,50 9,86 
S* = [ke] —975 97 +428 uLee —250 672 4.697 
ES 
Stabe e| Sse | 9 10 lig sate 13 14 
Sy fke| +163 +386 —465 aay — 439 —560 442 
1 =[m] 8.45 12,50 8,73 12,97 8,45 12,00 12,53 
Vo =[m] STO e ss 9.61 3,50 10,21 2,70 12,00 12,53 
S*= [kg] PROe 502 —1160 29 “1373 BGO Hh ened? 
Stab ese 16 17 18 19 20 21 
S’ =[ke 126 172 —673 +578 Bi5D6) hh AR186 —673 
ape pa 12,53 17,23 7,16 16,35 7,16 17,30; |. 721 
 =[m] 12,53 16,16 3,91 RAS 80. vip) 3,01 16,24 4,00 
S* = [kg] SHG C8 ly 2183 1232 | +4622 4.963 iar 1213 


Wenn wir nun die Lésung unseres Raumfachwerks iiberblicken, sehen wir, daB wir auch mit 
der Momentendarstellung um Punkt IJ allein ausgekommen waren, denn dieser Punkt erfiillt 
alle an ihn gestellten Anforderungen, sowohl fiir das erste Teilproblem wie auch fiir das zweite 
Schnittproblem. Damit hatten wir die Darstellungen der Momentenvektoren der gegebenen Krafte 
in bezug auf Punkt J sparen konnen. Es wurde hier aber, wie schon erwahnt, diese spezielle Eigen- 
schaft des Punktes II nicht benutzt, weil doch im allgemeinen bei Raumfachwerken derartige 
Punktlagen seltener vorkommen und der beschriebene Weg mit zwei. Abbildungspunkten, fiir 
jedes Schnittproblem je einer, allgemein verwertbar ist. 


9. Die Méglichkeit anderer Abbildungsmethoden. Die Lésungsginge bei allen Aufgaben zeigen 
stets eine vollstindige Trennung zwischen den Gleichgewichtsproblemen der Momentenvektoren 
und denen der Bildstabkrafte. Es ist also durchaus méglich, die Lésungen der Momentenvektoren, 
die nicht in das Bildstabsystem iibergreifen, herauszuziehen, und sie in einem zweiten, gesonderten 
Bild zu betrachten. Die Ergebnisse dieser abgetrennten Lésung werden nach Umrechnung mit 
den Zugehérigkeitsgleichungen als zugeordnete Bildstabkrafte in die Abbildung der Krafte 
iibertragen. Sie liefern dort als bekannte Krafte mit den gegebenen und den noch unbekannten 
Stabkraften das Restproblem von zerstreuten Kraften in der Ebene. 

Mit dieser Trennungsmdglichkeit der Lisungsbilder fiir Momentenvektoren und Kraft- 
vektoren ergibt sich weiter, da® fiir die selbstandig zu behandelnden Lagenmomente auch ein 
anderes Abbildungsgesetz verwendet werden kann. So ware es durchaus statthaft, auch den 
dualen Bildern der Lagenmomente die gleichen Abbildungsgesetze zugrunde zu legen, die wir 
fiir die Krafte aufgestellt haben, d.h. die Lagenmomeute erscheinen dann in der dualen Ab- 
bildung auch als zerstreute Vektoren in einer Ebene und sind dort mit Krafteck und Seileck 
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ins Gleichgewicht zu setzen. Andererseits ist es aber auch méglich, die Darstellung der Krafte 
in der Form zu wahlen, in der bisher die Lagenmomente abgebildet wurden, d.h. sie kénnen 
auch als lotrechte Vektoren auf der Abbildungsebene erscheinen, wie es schon von W. Prager 
vorgeschlagen war. Jede Abbildungsart hat ihre Eigenheiten, und es ist durchaus méglich, dal 
in besonderen Fallen eine andere Abbildungsgrundlage bequemer zum Ziel fiihrt als die hier 
allgemein angegebenen Abbildungsgesetze. Vor gleichartigen Abbildungen fiir Krafte und Mo- 
mente brauchen wir auch nicht zuriickzuschrecken, da, wie wir oben gesehen haben, beide 
Gleichgewichtslésungen vollstandig getrennt zu behandeln sind und zur Vermeidung von Ver- 
wechslungen die beiden verschieden charakterisierten Vektordarstellungen in getrennten Bildern 
aufgetragen werden kénnen. ’ 


Die Lagerung mit Staben im Raum kann natiirlich auch durch andersgeartete Lagermég- — 


lichkeiten ersetzt werden. Das Einspannmoment im Raum 14Bt sich in der dualen Abbildung 
als einzelner Momentenvektor darstellen; jede Kraftkomponente ist wie ein Stab abzubilden, 


und wir erhalten bei statisch bestimmter Lagerung und der Wahl des Raumbezugspunktes auf — 


einer Unbekannten, nie mehr als fiinf unbekannte Momentenvektoren, die im ungiinstigsten 
Fall nach Art des Beispiels IV (Abb. 6) zu ermitteln sind. Meist werden jedoch bei gelagerten 
Raumwerken nicht alle Krafte windschief zueinander liegen, so daB woh! immer die einfachere 


Lésung, die am Beispiel III (Abb. 5) gezeigt wurde, durchzufihren ist. 


10. Zusammenfassung. Mit der Methode der dualen Abbildung lassen sich Gleichgewichts- _ 


aufgaben mit sechs unbekannten Kraften im Raum auf ebene Probleme zuriickfiihren und werden | 


mit ebenen Gleichgewichtsbedingungen lésbar. Fiir eine allgemeine statisch bestimmte raum- | 
liche Lagerung ist durch geeignete Wah! der réumlichen Bezugspunkte die Gleichgewichts- — 
aufgabe in zwei Einzelprobleme zu trennen, die der Reihe nach unabhangig voneinander gelést | 


werden. Liegen mindestens zwei der radumlich allgemein angeordneten Krafte in einer Ebene, 
so laBt sich die Aufgabe rein graphisch in ebenen Teilproblemen durchfiihren. 


Damit sind sowohl allgemeine réumliche Anschliisse als auch Raumfachwerke nach dem 
ersten oder zweiten Bildungsgesetz allgemeiner Art zu behandeln. In Sonderfallen, unter denen 
besonders der praktisch bedeutsame Fall zu erwahnen ist, bei dem drei Fesseln durch einen 
Punkt gehen, entstehen Erleichterungen in der Abbildung und in den ebenen Lésungsgangen. 


Die Abbildungen der Krafte und Momente weisen zahlreiche Kontrollméglichkeiten auf, 
die sich auch bis auf die Lésungsergebnisse erstrecken, so daB8 die Ermittlungen mit groBer 
Sicherheit bequem durchzufithren sind. Das Verfahren ergibt iibersichtliche und, im Verhaltnis 
zu sonstigen Lésungsgangen im Raum, leicht zu bewaltigende Einzelprobleme. 


_ (Eingegangen am 18. Marz 1944.) 


+ W. Prager, Z. angew. Math. Mech. 16 (1926) S. 341. 


i 


i 


* 
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Beitrag zur Berechnung der hyperbolischen Paraboloidschale. 


Von K. G. Tester in Miinchen. 


1. Einleitung. Das im folgenden behandelte hyperbolische Paraboloid gehért zu den wind- 
schiefen, also nicht abwickelbaren Flachen. Eisenbetonschalen solcher Form, fiir die Uber- 
dachung weitgespannter Hallen grofer Binderentfernung angewendet, besitzen die Vorteile 
anderer Eisenbetonschalen: Leichtigkeit, Feuersicherheit, geringe Empfindlichkeit gegen Spreng- 
wirkung infolge raumlicher Tragwirkung, geringen Stahlbedarf und maSigen Transportaufwand. 
Windschiefe Schalen im besonderen iiberragen die iiblichen Formet durch ihre Eignung: Sie 
sind knicksicherer, also stahlsparender, als die abwickelbaren Zylinderflachen und wiederum 
einfacher einzuschalen als die ebenfalls doppelt gekriimmten Kuppeln, da sie infolge der in 


_jedem Punkte vorhandenen zwei Oberflachengeraden ohne Lehrbégen, d.h. nur aus geraden 


Brettern und Unterlagshélzern hergestellt werden kénnen. : 

Bereits vor fast zehn Jahren von Aimond! in das Gebiet der Baukonstruktionen eingefihrt, 
konnte die hyperbolische Paraboloidschale, wahr- 
scheinlich infolge Fehlens einer einheitlichen Berech- 
nungsweise, bei uns keine Verbreitung finden. Sie soll 
daher, unter Ankniipfung an eine Spannungsfunktion, 
fiir eine Reihe bisher nichtbehandelter Belastungen 
(Wind, hydrostatischen Druck, waagerechte Flachen- 
last usw.) nach der Membrantheorie berechnet werden. 

Das Element ist von Randtragern begrenzt ge- 
dacht. Eine Uberdachung besteht aus mindestens vier 
Elementen der Abb. 1 mit dem Scheitel in C. 

Der Klarheit halber mége ein quadratischer Grund- 
riB vorgegeben sein; fiir das Rechteck folgen daraus 
die Ergebnisse durch leichte Umformung. 


2. Die Membrankrafte. Aus Abb. 1 ergibt sich 


durch geometrische Beziehung die Flachengleichung Abb. 1. Die Membrankriifte am hyperbolischen Paraboloid, 


c 1 
traf (*2¥) = YS ey. (1) 
Die partiellen Ableitungen sind 
1p DEL re ean Liebe ey res aalse (2) 
ax ay ae 0 x? i ~~ Ox dy n 


Werden die Grundri®projektionen der Membrankrafte N,, Ny, T mit 2x, Ny, U bezeichnet 
und die Teilkraifte der 4uBeren Lasten nach den Achsen mit X, Y, Z, wobei alle GréBen auf die 
Flacheneinheit des Grundrisses bezogen sind, so wird das Gleichgewicht eines Flachenteilchens 
nach Pucher? durch drei Gleichungen beschrieben: 


0 Max 2s gary (1) 
0x oy 
ay 0x 
3 az a az a dz Q LRA iy ani II 
aa pra irda ie ae eae tt ; - (iit) 


Den Bedingungen (I) und (II) wird durch Einfithrung einer Spannungsfunktion entsprochen, 
wenn festgesetzt wird, dafi 


x x 
A OE oe ee —f{Yay ta— 
Xo Yo 


eee 


= oe IV 
0x oy ee 


a 


1 F. Aimond, Etude statique des voiles minces en paraboloide kyperbolique travaillant sans flexion. Abh. 
d. int. Kongr. f. Br. u. H. 1936, Band IV; ferner Genie civ. 102 (1933) roy hehe 

2 4, Pucher, Bauing. 18 (1937) S. 118; Beton u. Eisen XX XIII (1934) S. 298; Z. VDI 87 (1948) S. 251. — 
K. Hruban, Technicky Obzor L (1942) S. 186; XLIX (1941) 5. 129. 
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Durch Einsetzen von (IV) in (III) erhalten wir 


x y 
OE Ee ee boc Re yet) SO Xd ee Vidya 
Oy Ox | 0 x? dy? eR Lan Z+( ee ay tae ay y) 


und durch Einsetzen von (2) ergibt sich schlieBlich unsere Ausgangsformel 


ey lat bale yee 
Nee 8¥ Z+(X areas) 
oder 
1 
es oe ek (3) 


3. Windbelastung. Wiyd der Wind parallel zur y-Achse angenommen (Abb. 1), so sind seine 
Richtungskosinus cos a,=0, cos f,=1, cos y,=0. Um den Winkel zwischen dem Winde und 
der Flache (1) in jedem ihrer Punkte ausdriicken zu kénnen, miissen wir die Gleichung ihrer 
Tangentialebene im allgemeinen Punkte P (x, y, z) feststellen, sowie die Richtungskosinus der 
Flachennormalen dort. Die Tangentialebene mit den laufenden Koordinaten &, 7, ¢ einer krummen 
Flache wird allgemein dargestellt durch 


(6-2) =(€-) 324-5: 


woraus durch Einsetzen von (2) als Gleichung der gesuchten Tangentialebene hervorgeht 


E+ 4 fees a0, 


nm 


Durch Vergleich mit der allgemeinen Ebenengleichung 4 &+ By+ C6+D=0 ergibt sich 
x 


VA PP ey an ee ay 
1 n 


Die Richtungskosinus der Flachennormalen in P sind nun 


A # x 
cos; a = See oe eee ee Seen See ee 
Vaz+ B+ C2 Vaz + y? + Ae \ 
B x 
cos = =e Se 
y Va? + B?+ C Va? + y? + ni? : 
ake G ce n 
oO ee a es = 4 
Y Vaz + B+ C2 Va? + y? + nr? 


Fiir den Winkel zwischen einer Geraden (a,, /,, y,;) und einer Ebene gilt allgemein 
A cos a, + B cos f, + C cos yy 
Va + B+ C 


also fiir den Winkel zwischen der Windrichtung und der Tangentialebene: 


AY 


Sin. — 2 


x ; 
Vepyin — 
Die zur Flache (1) senkrechte Teilkraft des Windes vy ist also im allgemeinen Punkte P, auf 
die schiefe Flacheneinheit bezogen 


sin j= 


tee, 
0 x2 ty? +n? é 

Die GrundriBprojektion der schiefen Flicheneinhe#tt ist 1-cosy. Auf die GrundriBeinheit 
entfallt folglich die Belastung v:cos y. Diese Belastung zerlegen wir nach den Achsenrichtungen 
durch Vervielfachen mit den entsprechenden Richtungskosinus der Flache und erhalten die in (3) 
verlangten Teillasten zu 


YU == YVpsine w= —v 


2, 2 
55 COs a xy 
Datei aU Fe eine xX 
; ow + y2 +n? cosy TOW (a? Ey? hn?) : 
2 
x cos B x? 
v Uptesinaa ee v = 
of 0 72 + y2+ n? cos y + Uo n (x? 4 y? + n®) 2 
2 2 
x cos y x 
Vz: = —Vv =a Z. 
0 x2 + y2+ n? cos y 0 (eae yey n?) 


‘ate : 
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Nach (3) ist nun 
so daB nach (1) kommt 


oder 


Nx =" - 2 Wy, (x— Vy” + n® are tg - Tx a) + (,. 
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Wird festgestellt, daB die Randtrager OA und OB tangential zur Flache keinen Widerstand 
leisten kénnen, so daB also N, fiir x=0 und N, fiir y=0 verschwindet und die Langskrafte auf 
die Rander AC und BC iberfithrt werden, wo ep vorhanden sind, so wird C,=0. 


Weiter ist nach (II) 


R= f(s S24 Y)dy+C 
oder 
Uo x 


Ny = 


n 


Vetn : Var+ 2 


Hiermit sind die Membrankrifte bestimmt. 


(y+ ae = are tg = — | + C, mit C,=0. 


4. Hydrostatische Belastung. ‘Bei einer Héhe h der Wasseroberflache (h 2c) nach Abb. 2 


wirkt in jedem Punkte senkrecht zur Flache auf ihre schiefe Einheit der Druck: 


o=—y(h—z) =~y(h—=). 


n 


Die Teilkrafte nach den Achsen auf die GrundriBeinheit 
erhalten wir wie vorher durch Vervielfachen mit den 
zugehérigen Richtungskosinus und Teilen durch cos y. 


Ox=+y(h ae Le 


n 
wy=+y(h *) —=Y¥, 
Oz:=—Y (h— <2.) = Ap 
Bette kommt nach (3), (I) und (II) 
cat (het yt mt, 
Re + 545, i 2 (5 y? +n) —4 nhxy], 
Ny = + oni ss (5 x7-++ n?)— 4 nhxy]. Abb. 2. Hydrostatische Belastung. 


5. Waagerechte Flichenlast in Richtung y. Auf die Einheit der schiefen Flache entfallt 


h=h, sinw, auf die Grundri®einheit also 


AY teas aoa Ra X=Z=0. 
) cos y n 
Damit kommt 
moe ho 2 
pele ke 
2h 
Ne = 0, Ny = — KY 


6. Gleichformige Belastung des Grundrisses. Nur der Vollstandigkeit halber sei angefihrt, 


dab sich aus (3) sofort die bekannten Ausdriicke ergeben 


Cc 


2 
T= ++ = +3-, Nx = Ny = 0. 
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7. Keilférmige Belastung nach x (Abb. 3). Hier wird 


eRe iW Pe nate 


und also 


Abb. 3. Keilformige Belastung nach x. 


Abb, 4. Umagekehrt keilférmige Belastung nach x. 
8. Umgekehrt keilformige Belastung nach x (Abb. 4). Mit 


Le East hy eX SY 20 


a 


kommt 


Abb. 5, Trapezlast nach x, 
9. Trapezlast nach x (Abb. 5). Mit 


kommt 


7 


Mesh pd A ae TUDE 
= + 9 (q+ - 2) Ca OF Ny = ee ree 


i 


ee Ue Cae er a thie CUVEE Fag ee Pe es 
> ONE Gp ae ts Ng rR “ ISG = Me Av. 3 < 
PO PN MAN eet 5 


AS 


XVI. Band 1947. Tester: Beitrag zur Berechnung der hyperbolischen Paraboloidschale. 43 


10. Parabolische Belastung nach x (Abb. 6a). Mit 


Z=—q(2)=—3-, X=Y=0 


kommt 


nm 


Big EN SRR ed gia sh apa 


Ap < Did 


Bemerkenswert ist, da8 eine Belastung Ge V 2px nach Abb. 6b keinen Membranzustand 


ermoglicht, da Ny = — = V _ fiir jedes y und x=0 zu — © wird, was mit der dort senkrechten 


Belastungstangente zusammenhingt. 


11. Windschiefe Belastung, Scheitel in x=y =a 
(Abb. 7). Mit 


f= q(x, y)=—-p xy, X= Y=0 
kommt 
red cr 1 Oe 
t=+ oo9 *) raat, 
Shee aaee ae EER ty aa 
Ne Ae oy ae 


Diese Belastung entsteht bei der Uberwélbung 
von Kellern mittels Paraboloiden durch die ver- 
schieden hohe Anschiittung, weiter bei Pilzképfen 


aus Paraboloiden. Abb. 7. Windschiefe Belastung. 


12. Gleichférmige Belastung der Oberflache. Der Grundflacheneinheit entspricht eine Ober- 
flache i oe = V 2+y?2+n2. Die Belastung der Flache je Grundflacheneinheit g(x, y) 


cos y 
ist also, wenn gy die Belastung (das Gewicht) der schiefen Flacheneinheit ist 


p(t.) —2V Pt ytn = —Z. 
Daher kommt nach (3) 
v= £0. V + y2 +n, 


$9 y In(x + V x24 y+ Ns 


Ny, = — Es xIn(y + Vie yok n® ) : 


13. Erhéhte Giebelwande. Bei der 
Ausfihrung wird manchmal die Gie- 
belmitte (Abb. 8) um die Strecke b 
héher gelegt. Dann ist 


c 


—b b 
Ee erage fet Gee Ys 


und daher 


g = 
Sob 


é 
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Fir gleichférmige Belastung des Grundrisses wird 


2 


QE AD) 

Der Einflu8® der iibrigen Belastungen kann nach obigem leicht festgestellt werden. Bei der 
Formgebung ist jedoch zu beachten, daf b nicht gleich c/2 werden darf, weil hierbei die-windschiefe | 
Flaiche in eine Ebene tibergehen wiirde und die Membrankrafte unendlich groB werden miiBten. | 
Ober- und unterhalb dieses Wertes besitzen die Membrankrafte verschiedenes Vorzeichen, Stiitz- 
und Hangeparabel tauschen ihre Lage. 


To+Gq=+ N= Ny 0. 


14. Hauptkrifte. Sind T, N, und NR, berechnet, von denen die beiden letzteren wie angegeben | 


die aufeinander senkrecht stehenden GrundriBprojektionen der Membrankrafte je Grundrif- 
einheit sind, so ergeben sich die zugehérigen Krafte in der schiefen Flache zu 


N.=% Tp Nye ey? PE 
cos @ * cos p 
Sie schlieBen miteinander den Winkel 6 ein, fiir welchen gilt 
Mpls pr 
0x OY xy 


cos 0 


Vie Me Ge nV +) OPP) 


Die Krafte Nx, Ny, T ergeben in der Schale Hauptxrafte, und zwar 
2 Tsin d+ Ny sin 26 


Seer Nx + 2 Tcos 6 + Ny cos 26’ 
Ms sin? T sin T sin (6 + T) sin” (6 + Tt) 
Noss ‘sind — LAS sin 0 Re sin 0 : 


Auch in der GrundriBebene kénnen aus Nx, Ny, T die Hauptkrafte bestimmt werden: 


2z 
Nx — Ny 7 


No = Nx sin? t’ + 2Tsint’ cost’ + Ny cos? zt’, : 


tg2.t = 


was bei flachen Schalen fiir die Bemessung ausreichend ist. 


15. Zusammenfassung. Das hyperbolische Paraboloid z = - x y wird nach der Membran- 


theorie fiir eine Reihe von Belastungen mit Hilfe einer Spannungsfunktion berechnet. Fiir die 
GrundriBprojektionen der Membrankrafte, bezogen auf die Einheit der GrundriBbflache, werden 
geschlossene Ausdriicke angefiihrt, aus denen die wahre Grife der Membrankrafte berechnet 
werden kann. 


Fir Windlast wird der Neigungswinkel der Windrichtung gegen die Tangentialebene im all- 


gemeinen Flachenpunkte angegeben und daraus die Belastung senkrecht zur Flache festgestellt, _ 


welche, in die drei Achsenkomponenten zerlegt, die Schubkraft, und durch Differentiation und 
Integration die achsenparallelen Normalkrafte liefert. 


Ahnlich wird bei hydrostatischer und waagerechter Belastung vorgegangen; weiter wird 


eine Reihe senkrechter Belastungen behandelt (Keil-, Trapez-, Parabel- und windschiefe Be- | 


lastung, sowie gleichformige Belastung der Oberflache und des Grundrisses). Auch wird die Be- 
rechnung der Schale mit erhéhten Giebeln gezeigt. 


(Eingegangen am 18. Marz 1944.) 
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Das Aufheizen einer Wand durch eine anlaufende Heizanlage. 
’ ) . 
Von K. Ludwig ‘in Hannover. 


1. Bezugnahme auf das Schrifttum. Beim Aufheizen einer Wand erreicht die Dichte des 
eintretenden Warmestromes ihre volle Gré®e nicht sofort, sondern allmahlich. Dieser Anlauf 


_kann durch die Funktion q (1—e~*""") erfaBt werden, in der a die Temperaturleitfahigkeit bedeutet. 


— 


Diesen Vorgang hat Zd. Lastovka an der Anstalt fiir wirtschaftliche Brennstoffausniitzung, Prag, 
in seiner Arbeit! ,,Aufheizen und Abkihlen von Raumen bei zeitlich unterbrochenem Heiz- 


_betrieb“, berechnet. Da Lagtovka fiir das den Anlauf erfassende partikulare Integral den be- 


sonderen Ansatz Ae—*! sinbx benutzt, kann er das Aufheizen nur fiir solche Zeitkonstanten 
1 
a des Anlaufs berechnen, deren Konstante 6 eine Wurzel der Gleichung tg bd-—. bo 


ist; in seinem Zahlenbeispiel einer Wand aus Ziegelsteinen mit der Warmeleitfahigkeit A=0,75 
keal/mh Grad, der auf die Gewichtseinheit bezogenen spezifischen Warme c=0,22 keal/kg Grad, 
dem auf die Raumeinheit bezogenen Gewicht y=1705 kg/m®, der Dicke 6=0,5 m und der Warme- 
tibergangsfahigkeit a=20 kcal/m*hGrad der Auenseite wird aus der Folge 

eas ee abi = 0,628.8 —-, abi = 11213 

der vierte Wert gewahlt. In der folgenden Arbeit wird der Vorgang fiir jede beliebige Zeit- 
konstante des Anlaufs berechnet. 


ab? = 0,068 4 ab? = 0,275 4 


2. Formulierung des Aufheizens. Die Anfangstemperatur und die Temperatur # der AuBen- 
luft sind 0°. Die Anfangsbedingung ist also #9 =0. Auf der Innenseite hat der durch die Flachen- 
einheit eintretende Warmestrom die GréBe q (l—e-*""*). Die Raumkoordinate x wird von der 
Innenseite aus gerechnet. Die Randbedingungen sind also 


a8 See “3/08 Rae 
(08) ater), 488), nates 
Fir die Warmeleitung gilt die Differentialgleichung 
a0 aed 
dt Ox?” 


3. Berechnung eines partikulairen Integrals. Der konstante Stérungssummand q in der Rand- 
bedingung fiir die Innenseite wird durch das partikulare Integral 


On = Co +6) % 


‘erfaBt mit 


a 


q ) 1 

of heel ae PT o=(>+ a) 4: 
Der veranderliche Stérungssummand —qe~*! in derselben Randbedingung wird durch das 
partikulare Integral 

Oy = a7" (A sin bx + B cos bx) 
erfaBt mit 

q Abcosbd+ asinbo 

~ 2b Absinbd —acos bo * 


A= B 


gh 
Ab’ 


4. Berechnung des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung und der Randbedingungen 
ohne Stérungssummanden. Der Bernoullische Produkt- und d’Alembertsche Exponentialansatz 


Oy =e—*** (Csinkx + Dcoskx) 


1 Zd. Lastovka. Forschung 13 (1942) 5, 257. 
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wird in die Randbedingungen ohne Stérungssummanden eingesetzt und gibt 
A 
C=0, ctgkd =~. ko. 


Demnach ist die Temperatur 
4 [oe] 
cos bx )] + >» Deve tn cos knX. 


n=1 


Sues? he Abicosb ove sinb6 
Ne al; ene e OL eee ac ak 


5. Erfiillung der Anfangsbedingung. Aus der Anfangsbedingung folgt 
fee) 

eh 1 x—6 Tea. 4bcosb6+ asin bod 

), Dacosknx =q[— 7 + “F"— 75 (sinbe + 5 in b5-— a co bd 


n=1 


cos bx) 2 


Mit Hilfe der Naas erhalt man 


Ab cosb6+ asinbd 


1 , 
De i as [Bien kn Oy sin ax fl Ab es 2b sin bd — acosbd 


cos bx)] cosknx dx. 


Das Integral wird ausgewertet: 


poe 24 sin kn 6 1 — cos knd 1 ; _Aknsinkn 6 — acosknd ] 
" 54 sin 2kn 6d les akn Ak A(k2—b?) A(k2 — b?) (Ab sin b 6 — a cos bd) 
2 kn 


Diese Entwicklungskoeffizienten werden mit Hilfe der Gleichung fiir die Kigenwerte vereinfacht: 


= 2q Bb 
Ds Bo ha Ak2 (k2 — B®)” 
Pk + a 

Demnach ist die Temperatur 

fon —ab?t : ae SOG 
0 af ne SNe (Guree ee eae cosbx) oe 3 ns Keo 

A Ab Kbsinbd — acosbd A as ha ke? (k? —_ BY! 

; n (0+a ea) is ee ) 


6. Resonanz. Wird die Konstante b des Anlaufs einem Eigenwert k, etwa dem j-ten gleich, 
so werden die Nenner Ab sin bd—a cos bd und k?7 —B? je gleich Null. BASS wird dieser 
GrenzprozeB durchgefiihrt: 


1 pai ak sin kjx 1 Abcosbd + asinbéd 
wes. we fi acc Rea . en abit - 
i a eee Thj ct [im EG ban b= geasb oy ak eas ae | 
| 
2be—**) * coskjx |+ 2 kj e*Fn® cosknx 
a aha Aa z i i‘ ie ha ye | 
(8+ mate) ea nti (3 + ke x) Fi (hi — ip) | 
me _ ba , et sin kj epee 
fy aot age ak 21 hy (Asin kj d+ ad sinkjO + AljOcoskjd) ~ 
hy 8 
x| (a — eos kid 2ad eos hjd+ 2A; 3 sin by d+ 
J 
Aa in by 6 
44-7 ye 2 + 646 cos kj 5 + a6? cos kj) — Akj & sin kjd 
ti fore uks ee z nee one es ae ry — | cos hie + 
ee 


+2 (asin kjd + Akjcos kj6) (2akjt cos kjx + x sin by) | + 


3 uD 
2k; et 'n* cosknx 


naj (4 Dee 5) ke (e2 — key f 


Dieser Grenzwert wird mit Hilfe der Gleichung fiir die Eigenwerte vereinfacht: 


t wee ak? t oy. —ak?t 
\(9+ae pe) 
5 BS a x sin hj x 
: «(aR (PERE) Gat @at Ray) 008 E+ 2 ateos he + wat 
4 2 hj e* hn cos knax | 
A oa ha FG Pa be 
ni (5 + atic a) Ba (kz — he) J 


_ In einem Resonanzfall wird das den veranderlichen Stérungssummanden erfassende parti- 
kuldre Integral 


Bp = e884 f fy (x) + tf; (x) } 
gesetzt. Aus der Differentialgleichung folgt 


d*f d’ f, 
— ak; {fot thi} +h =0fF4 +154. 
Diese Identitat in bezug auf die Zeit zerfallt in die Bestimmungsgleichungen 


d? @? ‘ 1 
eo gar eit le 


Die erste Bestimmungsgleichung hat das allgemeine Integral 
fi =Asin kjx + B cos kjx. 
Die zweite Bestimmungsgleichung wird durch Konstantenvariation integriert: 


fo = Esin kjx + F cos kx, 


. dE dF 
sin hjx —~— + cos kx = 0, 
cos hyx G— sin kyx J = (Asin kx + Bos kjx) , 
se es Asin 2hx+ B+ Boe 2 kyx), 
Ena al ain cons 
dF : 
np yas aah (4008 2hjx — A— Bsin 2hjax), 
1 cos2hjx | sin 2 hy x 
Ae sai | ee es 2 hj ) +6, 
1 sin 2 kj x : cos 2 hj x 
a are hae (AS Ae ery ) +H, 
if in kj kj x : : 
fo=say 4 ial 2ESI53 Thy + Basin hyn — Ax cos hjx) + sin kx + H cos hyx. 


Daher ist das den veranderlichen Stérungssummanden erfassende partikulare Integral 


2 
Ue = eo kj Al 


il sin kj x cos kj x 
ya 2 kj ee aes 
+Gsink;x + H cos kjx +1 (A sin kjx + B cos hjx)| 5 


+ Bx sin kjx — Ax cos jx) ol 


Aus den Randbedingungen folgt 


1 nar g 
pg ATbG-w4t=-4, 
: (A 0 NED Paucar be B6.cos kj5 — Adsinkjd) — kG cos kj + kj Hsin ky 6 — 
2a 2 hj 2 hj 
, a 1 sin kj 6 cos kj 6 Spi ietd fy 
— kjt (A cos kj6 — Bsin kj) = alae (A hj ae 185 3 Ij + Bodsin k;d 


— Adcos kj6) + Gsin kj6 + H cos kj 0 -+t (Asin kj d + Bos hy 0)|- 


= (> AR ©) Pts 4° ©) for tee ee Ae 
y, i “ rae nul = \s OF ey Me p a 
math . a Bacar fA ay 
> a... 
, * oe 
cal 7 
¢ = 
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: 4 
Die letzte Gleichung wird mit Hilfe der Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte vereinfacht: | 


1 1 
sa(3 sag (ay 4+ Bd) +424]. 


A— 48 B— 22h) B) —12h6— Bat A = a? | 


Diese Identititen in bezug auf die Zeit zerfallen in die Bestimmungsgleichungen 


A = 0; Gees B=-25 Bee S, 


Demnach ist die Temperatur 


—aket . kj x 
jl O—x ers 1 cos kj x yp) Sin hj x 
kh ie tae 7 7 ie) cis ( 2 Ij x sin hjx) in : 
J 2 
1? kee + 
2a 7 5 
7 t cos ix] a YY Dne-**a* cos knX. 
eee a) 
Bk o BS 
Aus der Anfangsbedingung folgt 
lee) . 
1 1 ‘ il cos kj x , sin kj x 7 ) 
), Da cos kn = 4} a ; [0 x % Trak; ( 2 kj -+ x sin kjx) + ij |p 
n=1 LO, WP? oa 
Mit der Orthogonalitat erhalt man. 
2 5 Teteu it cos kj x 
ate q ay ira i J { in k; 
Dere 5. sin 2hnd fi a i lo-* ee ( CIRCA je) + 
eee ICT Wee + @ 
sin kj x 
+ | hes hen eidex: 
Das Integral wird ausgewertet: ; 
D. 2q {sinknd — 1—coskn6 1 ° 
sien sin 2kn 0 akn 1k ; Aakj 
ae ees ‘ [a BF] [iio + aay a 
n 2 in kj kn 
x [5 os kj 6 sin kn 6 — — po eon ne + kj d cos kjd cos knd + 
2 kj 2 : 
: ; kj kn cos kj 6 sin kn 6 kit ke : 
+ k,n 6 sin k;6 sin kp d — 2 2 pret j2— kz sin kj6 cos kn d]— 
1 — cos kj 8 cos kind — 4 sin kjd sin kno \ 
z J i > 
A [kn a k; | J 
oe 4 q sin kj 0 il ne 2 kj cos 2 kj 6 — sin 2 hj d | 
Di = ah; 5 pando a 7 kj [1 ponies hak; 
8 (Wd-+ sara a) | 
cos 2 kjd | J 
a ie 4 f° 


Werden die Entwicklungskoeffizienten mit Hilfe der Gleichung zur Bestimmung der Eigen- 
werte vereinfacht, so ergibt sich dieselbe Temperatur wie durch den GrenzprozeB. 

7. Lésung nach der Operatorenmethode. Die partielle Differentialgleichung mit der An- 
fangshedingung geht durch die Laplacesche Integraltransformation 


2 
8=fe-*' dt mit Ke (s) > 0 | 
0 
in die gewohnliche Differentialgleichung 


i et dtd 
SOs Oe 


REMMI R as NE Pca Ara Soria IE Te wey 


€ dt Se AAR AN viable i 
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tiber. Deren allgemeines Integral ist 
BY ma Sam se - ne ls 
peed cin |/ 7 + Ky Go} // — Xs 
Die transformierten Randbedingungen 


dd 1 1 d9 ~ 
(a2) =al? seal Sivan -O =a | =) 


werden durch die transformierte Temperatur 
q F aye Cof Ves b+ acinf : 
Pate IVE F vats LY ada TN a wo . a Z 
Vers ee Ws sin/ tx = oi // 2 
A * gin J/ 20+ a6 V2 


erfillt. Die Temperatur wird nach der Riemann-Mellinschen Umkehrformel 


o+ ot 


l — 
d=, fe Ods 


o—Ooi 


berechnet; hierin muB der Integrationsweg so gewahlt werden, dafs die Pole der transformierten 
Temperatur links vom Integrationswege liegen: 


a ane menee 


ds. 


2Qaid Nes tes cae s 
2Gin J/ 20 +a Ve Co i/io 
o¢—al 
Die Pole der transformierten Temperatur sind s=0, s= —ab? und s=—ak?. Fir den Pol s=9 
ist das Residuum ‘ 
2.Coj Vie -9-a/ Zein Vico 

; : Oo s a A , 

lim e’* = = se goa 

= 1 sein / 25+ abof/ <0 

a a a 

Ist b von jeder Wurzel k verschieden, so haben die Pole s=—ab? und s=—ak? den Grad 1. 
Fir den Pol s=—ab? ist das Residuum 


Coy OS enV/ 29 
ieee iV icin l/s 5+ a6 |/ 52 Veet 


j.cosb(x — 6) —— sin b (x — 0) ae. pS 
=e abt _s 2 pete aw enor Fini pees ene oD cos bx). 
Absinb 6 — acosbé b Absinbd6 — acosbd 
Fiir die Pole s=—ak? sind die Residuen 
| : : 1.Eoj Ve (x — 0) -af/ anf’ (x - 
oe 
| : nat i; V/ Zein 5+ a6 iV: } af ke 
ds s-=—a 
: 42 Acosk(x — 6) —+-sink (x — 0) ahs 2b? er ee hs 
eae Wk 2 ‘ 
ae ak? (k2 — b?) Asinkéd+Akdcoskd+ adsinkd . k? (k? — b?) 5 sin2k6d 
ae Go 
Ist b=kj, so hat der Pol s= —ak; den Grad 2. Um fiir diesen Pol das Residuum zu erhalten, 
werden der Zahler 
e*|acoiV/ <0 re inf <( (x- -»)| 
4, 


— 
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und der Nenner 
Wye ein |/ a aco /*6 
a a a 
nach Potenzen von s+ak; entwickelt: 
e[acoi)* (x — 06) — al: gin J/ (x ) |= = en ekjt { Acos kj (x — 6) — 


— Bee, + | (Aeos hy (x — 0) — jg Sim hy (x — 6) 04+ 


++ (A(x — 0) sin kj (x 8) ~ & sin by (x — 0) +3 (e— 6) coshy(x — 8)) 5 25-] x 


x [st+akj]+-.-} 


paket fo Cosh x, coskj x | i Ax sin kj x 
Ran AaaOY VU cos kj 6 | cos kj} | (ae cos kj 5 


or ( a ) sin hj x + pn 6cos k; | [st+akj]+-- A, 


res ee A+ a6 = ave 
AY/ 2 Ginf/ 20+ abaj]/ = 5 = Bt ay/754 28 AYE) eet ak) 
—[A+ad Pe A+ aod dO ie 
ak oS a6in// £5 a 6 Coj iV ts Va 3 V5 gin |/ 2 d),_wale+ ak)? + . 


8 Va 


sa nkjd + 2° ° cos ki Pe 
ij 


2ak 
+ (tee si kjd — Batt 9 HO Baty ek 0) (s+aki?+. 
ee _ sin 2 hy d - 
pale Mn ys Js Ua ny 
aE at Oe cin hyd — Be Te s+ak?)? + 
a” kt 8 a? ke. J 


Das Residuum ist 


eu ee ee 
kee Bist CNS <4 Bie cos kjd cos kj x — 
ens) hk? sin2 kyo sin 2 kj 0\2 aes 
j PATE la 21k? J ) 
on, 2hj i(o+ 2 kj 
cos kj 0 4 coskjx | Axsin kj x . 
sin 2 kj 6 coskjd kj coskj 6 
4(3+ Z| 
2 kj 
Ao RRM Sa Nee ta: 
: NE Aa, es . reset ° . 
kets 3 (6 bay ) sin ky + Fesin hyd cosh “|| 
SOE Fad 2 A e 
( kj bE 
2 kj 
5 AB a x sin kj x 
alee EPR) Gat #5 FFE | °° 4 x + 2.atcos kj x + ——— mate ate 


Demnach fiihrt die Operatorenmethode, sowohl wenn keine Resonanz vorliegt als auch wenn 


Resonanz vorliegt, zu demselben Ergebnis wie der Summenansatz. 


(Eingegangea am 2. April 1944.) 
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Zwei- und vierseitig aufgelagerte Rechteckplatten 
unter Einzelkraftbelastung. 


Von R. Ohlig in Wiesbaden. 


/ 


1. Allgemeines. Im Stahlbetonbriickenbau wird die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten 
aufgelagerte® Platte infolge ihrer wirtschaftlichen und konstruktiven Vorteile in steigendem 
MaBe verwendet als freiaufliegende oder durchlaufende Platte, Rahmen- und Gerberbriicke. 
Mit den wachsenden Spannweiten dieser Konstruktionen wird es notwendig, einen genaueren 
Einblick in die Spannungsverhiltnisse zu gewinnen. Durch die ,,Berechnungsgrundlagen fiir 
massive Briicken“ (DIN 1075) ist eine gewisse Verteilungsbreite B fiir die Belastung durch den 


Raddruck der Fahrzeuge festgelegt; ihr Wert soll B=t+2s baw. =a sein, wobei als obere 


Begrenzung das Ma t+2s+42,00 (m) gilt'. Hierbei bedeutet t das AufstandsmaB des Rades 
und s die Starke der Deckschicht tiber der Platte. Diese Festsetzung versagt, wenn bei gréBeren 
Plattenspannweiten eine Uberschneidung der Belastungsbreiten eintritt. Fiir eine bestimmte 
Lastgruppe — Briickenklasse I DIN 1072 — ist fiir die freiaufliegende Platte die Giiltigkeit der 
obigen Bestimmung unter gewissen Vereinfachungen der Lastengruppierung in einer friitheren 
Abhandlung” nachgewiesen worden. Inzwischen wurde bei der 5. Ausgabe von DIN 1072 (April 
1941) eine weitere Regellast in Form des Raupenfahrzeugs eingefiihrt (Briickenklasse A). Um 
auch andere Verkehrslasten, StraBenbahn- und Schnellbahnziige in ihrer Wirkung auf die 
Platte erfassen zu kénnen, wird deshalb die Berechnung von EinfluBflachen erforderlich. Ein 
direkter Weg zu ihrer Ermittlung ist bereits angegeben?. Ein weiterer soll nachfolgend unter 
Benutzung der EinfluBflachen fiir die vierseitig aufgelagerte Platte beschritten werden®. Unter 
den in der Plattentheorie tiblichen Annahmen, dab die Dicke h klein gegeniiber den sonstigen 
Abmessungen der Platte ist, dai ferner die Durchbiegungen klein sind im Vergleich zur 
Plattendicke, lauten die Grundformeln fiir die Spannungsmomente ; 


. 02 w 0? w 
’ n= N(+3 rar 
0? w 0? w 
MS eee ie 
0? w x Eh 
Mxy (1 ») Fy sene ee Trays 


Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit der Ergebnisse, wenn im folgenden zur 
Vereinfachung die im Stahlbeton tibliche Annahme einer verschwindenden Querdehnung, »=0, 
getroffen wird. ; 
Die Lésung der Differentialgleichung fiir die Durchbiegung 
04 w 04 w d+ w P 
DD ee OS Coe Wa PONG WET RT 
fiihrt im Falle einer Punktbelastung zu unendlich groBen Spannungen unter der konzentrierten 
Last (Singularitat). Die EinfluBflache lauft an der Lastangriffsstelle in eine diinne, unendlich 
lange Spitze aus, deren Rauminhalt endlich ist, jedoch nicht ohne weiteres aus der EinfluGflache 
berechnet werden kann. In Anpassung an die Wirklichkeit, wo punktformige Lasten nicht auf- 
treten, nimmt Bittner* von vornherein eine Verteilung der Kinzellast auf bestimmte Verteilungs-_ 
flachen (Lastrechtecke) vor und ermittelt die Gré®tmomente durch Integration iiber diese Fla- 
chen. Pucher® macht die logarithmische Sipgularitat zum Ausgangspunkt der Berechnung der 


1 In der Neufassung von DIN 1075 (Oktober 1944) sind diese Werte abgcandert und beziiglich des 
Raupenfahrzeugs erganzt. 

2 R.Ohlig, Bauing. 19 (1938) S. 455. fae 

3 Den gleichen Gegenstand behandeln H. Olsen und F’. Reinitzhuber, Bautechnik 21 (1943) S. 188, Das 
dort angekiindigte Buch ,,Die zweiseitig gelagerte Platte“ war bei der Drucklegung noch nicht erschienen. 

4 KE. Bittner, Momententafeln und EinfluBflachen fiir kreuzweise bewehrte Eisenbetonplatten, Wien 1938. 

5 4, Pucher, Die MomenteneinfluBfelder rechteckiger Platten. Deutscher AusschuB fiir Eisenbeton, 

Heft 90, Berlin 1938; sowie Ing.-Arch. 12 (1941) S. 76. 
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KinfluBwerte fiir die Schnittkrafte und berechnet den Fehler, der beim Abbrechen des unendlich 
langen trichterférmigen Teils der Flache unter der Punktbelastung entsteht. Endliche Werte 
erhalt man auch durch Einfithrung einer Linienbelastung von begrenzter Lange 2c an Stelle 
einer Punktlast!. Diese Methode gestattet, sich in der Praxis den mannigfachsten, durch die 
verschiedenen Radaufstandsflichen bedingten Abmessungen der Lastrechtecke beliebig genau 
anzupassen. Im Sinne der ,,Berechnungsgrundlagen fiir massive Briicken‘‘ DIN 1075 ist dann 
zu setzen: 2c=t+2s. Im folgenden Abschnitt soll zunachst der Fehler ermittelt werden, der 
entsteht, wenn die EinfluBwerte fiir die Linienlast, die hiernach auf den ganzen Plattenbereich 
auszudehnen sind, durch diejenigen der Punktbelastung ersetzt werden und nur die Linien- 
lastordinate des Aufpunktes eingefiihrt wird (reduzierte EinfluBflache). « 

2. Der freiaufliegende Plattenstreifen als Grundlésung. Die Gleichung der elastischen Flache 
des durch eine Einzelkraft Pim Punkt x=é, y=0 belasteten freiaufliegenden Plattenstreifens 
lautet ? 

w= ie —(1+ay) e—*Ysina&sinax (a= eee EEG), iMag Pa Bm me) (1) 


a 


Dieser Ansatz erfiillt lings der Geraden x=0, «=a die Navierschen Grenzbedingungen w= 0, 
Aw=0. Setzt man noch 


mx -+ my [® yy en of 3 = 
= Aw = — See ay ae Opa. aX, 9 
My NAw ay = 55 sin aé sin (2) 


so geniigt diese Greensche Funktion des Plattenstreifens der Potential- 
gleichung Ag=0. Die Spannungsmomente sind damit 


mM, = 


Be AA abet 
l+y l—y 0@ 
SLPS SE SRR AT SBP al fas he FN (3) 
Abb. 1. Punktbelastung des l—y» 0p 
Plattenstreifens. Myy = — fg, em y Fi : 


Die Funktion y kann mittels konformer Abbildung in der Form dargestellt werden 


pee 
Cope — cos Me) 
pee taut shew 
AM Bie ton m(x+6) 
a a 
thre Ableitungen sind 
; . m(x—é) -. m(x+6) 
ap 2 ie hia a aie sae : sin Sars a 
Be He abe | Tig gil Abies) Wate t er ay aes) ae 
a a a a (4) 
peeps 
P Baaneay 
ae Sin — ; : 
"4 ¢ Cop eS cas EY ig gees ah ear) 
a a a ‘ a 


Mit diesen Funktionen sind die Biegungsmomente nach (3) errechnet und in der Tafel 1 und 2 
a 


fiir den Querschnitt bea (Feldmitte) mit den Laststellungen & = = oN = in Intervallteilungen 


a o.e . : 
von V— 5 angegeben®, Nach der Definition und den Symmetrieeigenschaften der Greenschen 


1 R. Ohlig, Bauing. 19 (1938) S. 455. } 
» A, Nddai, Die elastischen Platten, S. 81 u. f., Berlin 1925. 


% Kine graphische Ermittlun 


g gibt M. Bergstréer, Forschungsarbeiten auf dem Gebiet des Ingenieur- 
wesens. Heft 302. Berlin 1928 
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Funktion’ sind damit die MomenteneinfluBflachen bzw. die EinfluBflachen der Kriimmungen 


, 


d°w/dx* und Q*w/d y? fiir Feldmitte des Plattenstreifens ermittelt. Unter der Einzellast (x= = ; 


(5) 
Abb ae ae des ee j (rt ed 2h Sees v) 
attenstreitens, =A . . 3 
my 72 >» =e (l—ay) e-**sinaésinacsinax. (5b) 
Tafel 1. MomenteneinfluBfliche mx des Platten- Tafel 2. Momenteneinflufflache my 
streifens fiir Feldmitte (« = +) : i = 
a < a Ec a 
ey | apm Le Sea Ge 
yO" T5 00 0,104 80 0,043 71 co | 0,104 80 0,043 71 
Diets 0,240 92 0,111 35 0,045 60 0,083 59 0,081 50 0,038 33 
Te tae 0,184.49 0,115 12 0,048 30 0,032 38 | 0,043 26 0,016 56 
Be es 0,150 27 0,109 03 0,049 64 0.01274 | 0,015 42 0,013 56 
a 0,125 02 0.098 00 | 0,048 25 — 0,002 38 | —0,001 48 0,003 20 
Dea 0,104 78 0,085 64 | 0,044 66 — 0,016 66 —0,011 27 — 0,003 72 
OF 0.087 89 0,073 56 | 0,039 86 — 0,020 74 — 0,016 28 | —0,007 72 
(ieee 0,073 62 0,062 42 0,034 67 —0,02217 —0,01832 | — 0,009 64 
one, 0,061 38 0,052 51 | 0,02961 — 0,021 98 — 0,018 57 —0,010 21 
oer, 0,050 99 0,043 84 | 0,024 95 — 0,020 73 (O17 — 0,009 96 
LOD ENe 0,042 19 0,036 38 0,020 82 — 0,018 93 — 0,016 27 —0,009 24 
Es 0,034 76 0,029 92 | 0,017 24 — 0,016 87 — 0,014 45 — 0,008 33 
Ls 0,028 52 0,024 67 0,014 20 —0,014 76 — 0,012 76 — 0,007 33 
ISer,. 0,023 33 0,020 19 0,011 63 —0,012 74 —0,011 02 — 0,006 34 
Lan 0,019 02 0,016 46 | 0,009 49 — 0,010 87 — 0,009 40 — 0,005 42 
UB 0,015 46 0,013 38 | 0,007 72 —0,009 18 — 0,007 95 — 0,004 58 
Lowe OO? 0,010 85 | 0,006 26 — 0,007 70 — 0,006 67 — 0,003 85 
Liter. 0,010 09 | 0,008 76 0,005 05 — 0,006 39 — 0,005 43 ~ 0,003 20 
Be 0,008 17 0,007 07 | 0,004 09 — 0,005 31 — 0,004 60 — 0,002 66 
1 eee 0,006 57 0,005 69 | 0,003 28 — 0,004 37 —0,003 78 — 0,002 18 
7) 0,005 27 0,004 57 | 0,002 66 — 0,003 57 —0,003 10 — 0,001 81 
Ze. 0,004 23 | 0,003 66 | 0,00212 -—0,002 93 | —0,002 53 —0,001 46 
22) 5, 0,003 41 0,002 91 (i OSD E774 | — 0,002 41 | —0,002 04 — 0,001 20 
23 eee 0,002 71 0,002 36 | 0,001 33 — 0,001 94 | —0,001 69 — 0,000 94. 
24 4, 0,002 16 0,001 87 | 0,00109 —0,001 57 — 0,001 35 — 0,000 79 
Zot 0,001 73 0,001 56 | 0,000 93 —0,001 27 —0,001 16 — 0,000 70 
ZAI 0,001 38 0,001 26 ' 0,000 70 —0,001 02 — 0,000 95 -0,000 52 . 
VAI 0,001 09 0,000 94 0,000 56 ~ 0,000 82 — 0,000 71 — 0,000 43 
28.4. 0,000 87 0,000 74 0,000 43 0,000 66 —0,000 56 - 0,000 33 
Zon 0,000 68 0,000 57 0,000 34 — 0,000 52 — 0,000 43 — 0,000 26 
30) ins 0,000 55 0,000 46 0,000 27 —0,00042 | —0,00035 0,000 21 
aH Li 0,000 44 0,000 37 0,000 22 —0,00034 | —0,000 28 —0,000 17> 
S74: Bits 0,000 34 0,000 30 0,000 18 — 0,000 27 — 0,000 23 -0,000 14 
Sse 0,000 27 0,000 24 0,000 14 — 0,000 22 — 0,000 19 —0,000 11 
34, 0,000 22 0,000 19 0,000 11 — 0,000 17 —0,000 15 — 0,000 09 
SOs 0,000 17 0,000 15 0,000 09 —0,000 14 — 0,000 12 — 0,000 07 
BO) op 0,000 13 0,000 12 0,000 07 —0,000 11 — 0,000 10 —0,00005 
Sit 0,000 11 0,000 09 0,000 05 — 0,000 09 — 0,000 07 — 0,000 04 
By 0,000 08 0,000 07 0,000 04 —0,000 07 — 0,000 06 — 0,000 03 
a as 0,000 07 0,000 06 0,000 03 —0,00005 — 0,000 05 — 0,000 027 
40, 0,000 05 0,000045 | 0,000026 —0,000 04 — 0,000 04 — 0,000 021 
41, 0,000 04 0,000 04 | 0,000 021 — 0,000 03 —0,00003 —0,000 017 
a So 0,000 03 0,000 03 0,000 016 —0,000 027 —0,000 02 — 0,000 013 
A 
iKouie nd ae je x P 


a 5 . 5 
eS oe werden die Momente wie der Logarithmus unendlich. Diese bei 


der Auswertung der EinfluBflachen stérende Unendlichkeitsstelle wird 
vermieden, wenn nun fiir die Punktbelastung eine Linienlast von der 
Lange 2c im Aufpunkt eingefiihrt wird (Abb. 2). Dann errechnen sich 
die Momente nach den Formeln 


; a i} cy, : ‘ 
Oe pe (l+ay) e-*Ysinaésinacsinax, 


. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik. 1. Bd., 5. 273 u. f., Berlin 1924. 
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Mit Pespee erhalt man fiir verschiedene Aufstandsverhaltnisse “ die in Abb. 3 dargestellte 


Kurve, die fiir “ —>0 sich asymptotisch der Ordinatenachse nahert. Fiir praktische Anwendungen 
a 

ist es wichtig, die GréBe des Fehlers zu kennen, der begangen wird, wenn statt der im Punkte 

t=, y=0 logarithmisch unendlich groBen EinfluBordinate der Tafel 1 bzw. 2 die Werte der 


Abb. 3 eingeschaltet werden. Integriert man (5a), so erhalt man das Moment fiir eine Belastung 
der Flache 2c-2d zu 


° d 2 7 
M, = { mz dy - 2 Pet » a (1— e-@4) - ale el sinac sinaé sinax (m=1,2,3,...). (6) 


5 
ma 


Mit P=p,-: 2c: 2d sind die sich hieraus ergeben- 


den Momente fiir d=— in der Tafel 3 zusammen- 


gestellt. 


£ G01 002 0,03 G0 Z 


s n a é 
Abb. 3. Momente m =m, in Feldmitte (x=$) fir verschiedene 


Aufstandsverhaltmisse — der Linienlast py. 
a 


Tafel 3. Momente Mx fiir d = + 2 3 
— Integration | Simpson Fehler (%) 
0,01 0,257 P- | 0;260 P 1,16 
0,02 0,251. | 0,250 ,, —0,4 
0,03 0,244 35 0,247 a 1523 Abb. 4. Reduzierte MomenteneinfluBflache m,(§= Bo +) 3 
0,175 ” | 0,185 ” Dailies Schnitt w=. 


In Abb. 4 ist die eine Halfte der reduzierten Momenteneiifubdache m, dargestellt, die sich 
aus der asymptotisch verlaufenden EinfluBflache dadurch ergibt, daB im Aufpunkt die Ordinaten 


der Abb. 3 fiir die verschiedenen Verhaltnisse = eingefiihrt sind. Die gesamten Linien sind 
spiegelbildlich zur Ordinatenachse (<=0). Die numerische Auswertung der Flachen nach der 


Simpsonschen Rege! fiir das Interval! von —= bis += ist in der dritten Spalte der Tafel 3 an- 


gegeben. Der Vergleich der genauen Werte mit denjenigen nach der Simpsonschen Regel unter 
Einschaltung der Werte fiir die Linienbelastung im Aufpunkt zeigt, da selbst fiir das Intervall 
c=d= shoe 
liefert. Den Verlauf der EinfluBflache in der x-Richtung (Schnitt y=0) zeigt Abb. 5. Die Kurven 


die reduzierte EinfluBlinie noch fiir praktische Bediirfnisse hinreichend genaue Werte 


; i A a ‘ ; 
werden nur bis an die Begrenzung der Linienlast (2=5 at c) herangefiihrt. Um den Momenten- 


verlauf im Intervall von x=— +c bis x = 


a 

fe = a auch fiir andere Plattenformen (vgl. Abschn. 3 
und 4) in einfacher Weise aufzeichnen zu kénnen, kann man, wie folgt, vorgehen. In unmittel- 
barer Nahe der Einzelkraft ttberwiegt bei weitem der logarithmische Anteil. Fiir eine auf dem 


Umfang r—d freiaufliegende Kreisplatte gilt hierfiir! der Ausdruck 


1 A. Nddai, a. a.O. S. 97. 


oe 
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feat 


Ti 


Fa 


(7) 


Man erhalt deshalb den Kurvenverlauf an dieser Stelle mit einer allen praktischen Bedirfnissen 


geniigenden Genauigkeit, wenn zu dem im Punkte x= 


a 
& 


O¥6a 


Q4Y |097 


454a 


SSSI @o03gz Si 


SN 


a 


6 


4535 O56 
058 


G60 
|G62 


Za 


a a 


Ie, 
& 


a ‘ 
ee a. errechneten Momentenwert fiir die 


00437 


Abb. 5. Reduzierte MomenteneinfluBfliche m.. (é= x= <) > Schnitt y=0. 


ao 
2 


betreffende Plattenform (Plattenstreifen, Halbstreifen, Rechteckplatte) weitere Werte nach 


der Formel (7) hinzugezahlt werden. Die EinfluBlinie ist dann bis zur Abszisse rae +e auszu- 


werten. Unter der Einzellast kann dér Momentenwert aus der Abb. 3 entnommen werden. Fiir 


den Plattenstreifen erhalt man auf diese Weise mit d=— die Zahlenwerte der Tafel 4. 


ae 
3 


OY8 0,82 


50a 


0,300 P 
GI55P 


Ny 
ist y=0) fiir eine Linienbelastung P=2p,)c; c= 0,02 a. 


2 


6 


Zz 
7% 


Tafel 4. 
ia 0,0la 0,02a 0,04a 0,06a 0,08a 0,10a 
‘ = 3 0,06 0,12 0,24 0,36 0,48 0,60 

In = —2,8134 —2,1203 Ea Waal 0217 —0,7340 | —0,5109 
m, = 0,224 0,169 0,114 0,081 0,059 0,041 x P 
ae . a = 0,105 0,105 0,105 0,105 0,105 0,105 x P 

“2t6 

0,219 0,186 0,164. 0,146 x P 
0,220 0,188 0,165 0,147x P 


In Abb. 6 ist zum Vergleich der Momentenverlauf fiir die Linienbelastung pyc (c=0,02 a) 


in Feldmitte (x= 


a 


2 


) des Plattenstreifens dargestellt (Zustandslinie). 
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3. Die vierseitig freiaufliegende Rechteckplatte. Die auf vier Seiten auf- 
gelagerte Platte wird hier unter den Gesichtspunkten behandelt, die fiir 
die folgenden Abschnitte von Bedeutung sind. Durch Uberlagerung von 
Plattenstreifen unter Einzelkraftbelastung gemaB Abb. 7 erhalt man den 
Navierschen Biegungsfall einer rechteckigen, vierseitig aufgelagerten Platte’. 
Die unter Benutzung der Zahlenwerte der Tafel 1 und 2 ermittelten Mo- 
mente stellen nach den Ausfiihrungen unter 2 die MomenteneinfluBflachen 


in Feldmitte (x=+) dar. In einer Entfernung von 3$a@ in der y-Richtung 


ist der Einflu8 der Einzelkraft bereits so weit abgeklungen, daB eine weitere 


Ausdehnung der Tafeln 1 und 2 nicht erforderlich ist. Fiir die Laststellungen 


b ; : j : 
in y=0,+ | =I eas 3 der quadratischen Platte sind die Momenten- 


werte in der Tafel 5 zusammengestellt. Die im Aufpunkt eingefihrte 


Linienlastlange betragt hierbei 2c=0,04a als ein bei praktischen Aus- 
fiihrungen gut zutreffender Mittelwert. In Klammern ist das Differenz- 
moment zum _ entsprechenden Plattenstreifenmoment m, = my, = 0,355 
angegeben, so da auch fiir andere Aufstandslangen (nach Abb. 3) die 


entsprechenden Momentenwerte leicht berechnet werden kénnen. Alle Ein- 


fluBordinaten sind jeweils mit P zu multiplizieren. 


Abb. 7. Vierseitig aufgelagerte Tafel 5. Momenteneinflufflache der quadratischen Platte (b=a). 
Platte, Bezugssystem x, y. 


Last in € = > Last in € = = Last in é = = 


b Pet b b | Bent ei) 
a One Tee - ayes] 0 =a! 2 
6 | - 6 3 3 6 6 3 


eapaae b 
-z] 0 4 <4 


wl] o 


| 
wl o 


6 


Punkt «==, y=0 


m, |0,0569)0,1278) 0,302 0,1278 0,0569 0,0396 0,0662 0,0569 0,0662 0,0396 10,0154 0,0203)0,0174 0.0203 0,0154. 
(-0,053) | 

my |0,0174/0,0590)0,3813 0,0590|0,0174. 0,0203|0,0662! 0.1278 0,0662 0,0203 |0,0152 0,0296'0,0569'0,0296 0,0152 
; | _(0,0263) | | 


| { 
a 


MeO 

ey ants 

mx |0,0351 0,0738 0,1278 0,2850 0,0924 |0,0280 0,0537 0,066210,0448 0 

| (—0,070) 

my 10,0036 0,0172 0,0590| 0.3819 0,0555 10,0047|0,0206 0,0662 01276 0,0615 |0,0042/0,0158|0,0296 0,0563| 0,0254 
| | 


Punkt x = 


0382 0,0138)0,0228|0,0203 0,0098 0,0065 


| | (0,0269) 


Punkt x = + y= 


| 
{ 


b 
i} | | t | 3 
mM, 0,0169 0,0351 0,0569 0,0925 0,2282 |0,0141/0,0280/0,0396 0,0052 |0,0075' 0,0138)/0,0154 0,0065|-0,0055 
| (-0,1268) 
my 0,000210,0036 0,0174'0,0555 0.3643 |0,0002/0,0047)0,0203 


| /(0,0093) 


0,0382 


0,0615)0,1072 10,0006) 0,0042/0,0152 0254 0,0411 


| 
} 2 


| 


Die MomenteneinfluBwerte des Plattenmittelpunktes (x=4, y=0) sind in den Abb. 8 und 8a 


fiir verschiedene Seitenverhiiltnisse ” der Rechteckplatte fiir die Laststellungen & =o) mite 


gezeichnet. 
Der analytische Ausdruck fiir die mit einer Einzelkraft belasteten Platte ergibt sich aus der 


Uberlagerung zweier mit je einer Einzelkraftreihe belasteter Plattenstreifen. Die Biegeflache 
des freiaufliegenden Plattenstreifens mit einer Einzelkraftreihe ist 2 


sinaésinax 
Sin ab 


Pa 1 ; 
= sow Dar ab Gig ab) Cof ay; —~ay, Ginay,| (m=1,2,3,...). (8) 


1 A, Nddai, a. a. O. S. 161. 
2 A. Nadai, a. a. O. S. 160. 
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lost in E=- £ _Q02:(P=Do-ée i 
a | §-3 & ~400;(P=Do-2c) ig 
1 Ga65¥ i 
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a im 
2.500 | 
(eat aaa | 
PL 
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= i a 2 | + te : 
saceafate a 
200 {t G8 ae 
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EEE 
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590 | 1 Tt aaa eal 2 aoe | 
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Abb. 8a. MomenteneinfluBflachen my, fiir den Punkt x= 


wlea 
: 
te 
ll 
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+ 
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Wird hieriitber ein um 27 verschobenes zweites Kraftsystem 


snaésinax 


Pa 1 : 
W2 = Saw Lie (lL + 2b Ctg ab) Gof ay — ay, Ginayg| eS * (m=1,2,3,...). (8a) 


m 


gelagert und ein neues Koordinatensystem (x, y’) gemaB Abb. 7a ein- 
gefiihrt, so erhalt man die Lésung fir die vierseitig aufgestiitzte Platte 
mit den Seitenlangen a und b, die im Punkte €,7 des neuen Koordinaten- 
systems eine Einzellast tragt: 

Wy = Wi + Wo. (9) 
Hierbei ist : MiSs Oe 
y= (bem). fhe yee ns 
Mae (b=) fir y Sn, 
yo=y—(b—) far —nSy'S2b—7n. 


Die Neigung der elastischen Flache in der y-Richtung ist 


dw, Pa 1 ; sinaé sin ax 
Ty AEN Land [ab Gig ab in ay, —ay, Cof ay, |S (10) 
0 Ws Pa 1 ; sinaésinax 

: me [ab Ctg ab Gin AVo—AYVo Co} 9s ee ee (11) 


OY 27% N 
Langs der Geraden y’=0 wird y,=(b—y7) und y,=—(b—y), 


0 Wy dw, dw, Pa 1 : : 
stot yGe ay eat Dy ae Oomsin af sin ax ena 
mit 5 | (12a) 
Abb. 7a. Vierseitig aufgelagerte : 
Platte, Denne tatee ays Ogm = “Ginab [@ b Stg a b Gin a (b ae %) = (b ae ”) Ca} a (b Zn 7)| ° 
Langs der Geraden y’=b gilt: y;,=—17, Yeo=7: / 
solid Bd 1 Brettint Meen dc 
Sa =- ae) Oomsinaésinax | 
at Op =~ [ab Ctgab Ginayn—ay Gof an]. . (120) 
a Gin ab 
Aus dem analytischen Ausdruck w=w,+w, sind ? + ra 3. 4a 2 Fe as 
unmittelbar die Symmetrieeigenschaften der Ein- Sunes sje 
COE 0055, G0396) tore 


fluBfunktion ersichtlich. 70569 


Als Beispiel fiir die Anwendung der Tafel 5 Schott y = By SALE 


sei die Auswertung der EinfluBflachen der qua- 
dratischen Platte fiir eine gleichmafig verteilte 


Last p gezeigt. Die Flacheninhaltsberechnung 7 a a a ay 27) a 
b -b | 6 3 B 3 6 

fiir die einzelnen Schnitte y=-, — und 0 nach 

SLO, 0203 G0203 
der Simpsonschen Regel ergibt die Werte der 40662 4 
Abb. 9. Hierbei ist an Stelle des Wertes G1278 

F¢ =O,05273 pa 
Chih c oO y 
mx = 0,302 P unter der Linienlast (= = 0,02) Daa yy ary y-2 o 
iiber den nicht integriert werden darf, die GréBe 
m, = 0,01208 pa zu setzen. Die Zwischenwerte ieelpis satan 
der reduzierten EinfluBlinie Abb. 9c sind nach 2 a 2436 | | a4 052! | 064 2 5 a 
MRE: FY Vt Oeale ee 8 ae 


dem unter 2 angegebenen Naherungsverfahren 
ermittelt. Durch weitere Summierung nach 
Simpson erhalt man 


my =; a (0,028289 + 0,059528 + 0,05213) pa 


= 0,0374 pa?.  So/nitt y=0 4 Ose P=0,0106pa (c=00ea ) 
; /, = 0,059528 pa 

Die Abweichung gegeniiber dem genauen Wert Abb. 9a—c. MomenteneinfluBfliche m,, der quadratischen Platte 
oa 2 as . (6) \ ‘ 

mx=0,036845 pa? betragt somit nur 1,6 %. Eee ae (2-4, yao). 


a eee 


| 


y 
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4. Die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten frei aufgelagerte Platte. Fiir die vierseitig frei 
aufliegende Platte erhalt man die Auflagerkrifte lings der Kanten y’=0 und y’=b nach der - 
Forme! 


, 


Om y 0 Aw" 


y= Pot COTY R (hierbei ist die Scherkraft Py =—N- saree (Abb. 10), 


r dE: sinaésinax 


5 dy, = 5 ),[(ab Gig ab + 2) Sinay, —ay, Ojay,| AGREE (bpm Beate ae | 


; 13) 
, Lig : : sinaésinax ( 
a — =~) [(ab6ig. ad +2) Sin ay, —ay_Cojaya| ese ee | 
Langs der Seite y’=0 ergibt sich die gesamte Stiitzkraft zu 
9 ==), Zumsinaé sina x, | 
< : (14a) 
‘ (2 + ab Utg ab) Gina (b — 7) — a (b — 7) Co) a (b — 0) | 
mit SEIS Sige eee eS ae ee eres gases! ell Brew meme analy 
Sin ab 
Langs der Seite y’=b gilt 
Gig sy, Zimsinaé sina x | 
Abb. 10. Vierseitig s (14b) 


ufgel rte Platte. : 
a ge. ager e atte mit Bir spilt 


(2+ ab Ctg ab) Gin ay ~ an Gof an | 
Sin ab i 


Diese Auflagerkrafte sind nun langs der Rander y’=0, y’=b der zweiseitig gestiitzten Platte 
anzubringen, um durch Uberlagerung mit den nach Abschnitt 3 errechneten Momentenwerten 
die allgemeine Lésung fiir die zweiseitig aufliegende Platte zu erhalten. Fiir die numerische 
Ermittlung der SpannungsgréBen und Durchbiegungen ist es zweckmaBbig, die an den freien 
Plattenrandern angreifenden Lasten in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen 
Anteil zu zerlegen. Wird der Koordinatenursprung wieder in die Mitte der Seite b gelegt, so 

betragt der symmetrische Lastanteil (Abb. 11) 


X= Pot Pr _ ~ ) Xmsinaé sinax | 
2 a 
es (15a) 
A aay gets 
mit es 5 Limi, | 


Fiir den antisymmetrischen Anteil erhalt man entsprechend 


es a 
2 


Zo,m — ZI,m | 
5} : 


a's 


P 
= BS sin a x 
. > sinters sin a x | 


™m 


(16a) 


Abb. 11. Zweiseitig A - 
aufgelagerte Platte. mit Dee 


1. Symmetrische Belastung. Der allgemeine Ansatz im Falle der Symmetrie lautet 
aie Pa? [An Goi ay + Bmay Ginay]sinagsinax. 


7 N m3 


Aus den Randbedingungen 


P b 
my, = 0 fir y= z und qy = -— ), Xmsinaé sina x fir y = OE 


erhalt man die Beiwerte 


Be a (17) 
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Die-Biegemomente sind dann 


Up = = », 2: [An Gof ay + Bnay Sin ay| sinaésinax, | | 
mn (17a) 
my = Ey » a [Am oj ay + Bn (ay Gina y + 2 oj a y)] sinaésinax. 
m m 
2, Antisymmetrische Belastung. Mit dem Ansatz _ 
Pa 1 ; : ; 
w= ay yy aS: [ Cn Ginay + Dna y Eoj a y] sin aé sina x 
erhalt man aus den obigen Randbedingungen 
b b 
C= = Ds (2 +a Sots a>) ; 
10 Hay es Ym b (18) 
re, 
3 Coj a — + — - 
Sin a > 
und die Biegemomente 
Mx = - » ee Ginay + Dnay Sin ay] sinaésinax, | 
i (18a) 


my = = Y [Cn Sin ay + Dn (4y Gof ay + 2 Gin ay)|sinagsinax. | 


Fir die Belastung des Plattenrandes durch eine Linienbelastung (Abb. 12) py 
auf der Strecke 2c gilt! unter der Linienlast 


x ' 
4 py a® sin ac F ; ' BRO a 
Wi Am Gof ay’ + bm Gin ay’ + cma y Coj ay’ + 
Abb. 12. Randbelastung der a N mi [ | (19) 
uweiseitig aufgelagerten Platte. ae dmay' Gin ay’| sin a gE sinax (m ae i 2 3, ve .) f | 
Hierbei ist zu setzen: © 
P=2 pge. 
Die Beiwerte sind dann 
Ase ee LAN ee Radley aa 1 
‘m ~ 9 — (ab Ctg ab)? + (ab)? sane 2 
es ab B Ss ab pe tee we 
dm = — Cm | Cty ab+tgab =] =-—%,.| fir Igab~ Ctgab (20) 
pepo PabCigad)— adden 4 =e Te 
Cree 2 dm a 3 : 
is 6 Tce s Ae vo SUC 
Fiir die tibrigen Plattenpunkte erhadlt man mit lim rata 1 
c>0 
2 Pa?® 1 / : / / I~ , : : -s 
ra » 5 [am Gof ay + bm Gina y’ + cmay’ Gofay’+dnay’ Gin ay’|sina & sin ax sa(t9ays 


In der Tafel 6 sind die Momentenwerte in Feldmitte (x=E=5, y= 0) des Plattenrandes fiir 


; c : pie as b 3 . s 
verschiedene Werte — und Seitenverhaltnisse = angegeben. Die MomenteneinfluBflachen m, 
a 


und my der quadratischen Platte fiir Feldmitte in den Punkten y=0, By 2 und > kénnen der 


Tafel 7 entnommen werden. Das Moment unter der Einzellast ist hierbei fiir ein Linienlast- 
langenverhaltnis ae =0,02 ermittelt. Die in Klammern beigefiigten Zahlen ergeben sich nach 


Subtraktion des Momentenwertes des Plattenstreifens (m,=my=0,355). 


1 Vgl. R. Ohlig, Bauing. 19 (1938) S. 457. 


ko 


he tgs 
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Tafel 6. Momentenwerte des Plattenrandes. 


0,01 
0,02 
0,03 


EE 


1,202 
1,054 
0,968 


Momente m 
BS 


1,0 LS 2,0 
1,102 1,094 109302 
0,955 0,947 | 0,946: P 
0,869 0,861 0,860 - P 


Tafel 7. Momenteneinfluffldchen der quadratischen Platte. 


Last in: &= a 
2 
Punkt x =~, y =0 
y eh 
0 00,4219 (-+0,0669) 
+ 20,2548 
+%  0,2044 
b 
Seer 0,1787 
a b 
Punkt « = nS barter 
af 
b F 
—-  0,1297 
b 
— —0,1539 
b 
—~+  0,1903 
0 0,2548 
? 0,4378. (0.0828) 
b 
30,2885 
Es 10,2576 
Punkt x = > ¥ =~ 
fy 
b 
i? 25 0,098 ‘ 
b 
— 5  0,1211 
b 
—~  0,1539 
0 00,2044 
: 
720,288) 
& — 0,5023 (0.1473) 
50,4009 


a b 
Punkt « = seh Seay 


yf 
b 

—+  0,0758 
b 

—= 0,098 
b 

— + 0,1297 
0  0,1787 
b 
wr .0,2576 
. 0,4009 


0,955 (£=0,02) 
(1,102; *=0,01) 


as @ 


mx 
Safe k= 
0,1605 0,0769 
0.1757 | — 0,0830 
0,166 |  0,0868 
0,151 0,0830 
0.1051 | 00,0632 
0,1305 0,0725 
0,1544 0,0810 
0,1757 0,0830 
0,1755 0,0833 
0,2025 0,0958 
0,1999 0,1052 
0,0848 0,0488 
0,1042 0,0593 
0,1304 0,0726 
0,166 0,0914 
0,2024 0,0959 
Orie eahee MLD 23 
0,2682 | 0,1206 
| 
0,0656 0,0379 
0,0848 0,0488 
0,1114 0,0632 
0,151 0.0829 
0,2063 | 0,1052 
0,2682 | 0,1206 
ep 
0,2866 0,1248 
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pba ig Bey 

pede te! japon oe ape eke 
i 2 UW ig Bef Oe ake 

| 

| 
0,331 (—0,024) | — 0,0844 0,0320 
0,0057 0,0204. 0,0035 
—0,0448 _ —0,0326 —0,0142 
— 0,076 | —0,0632 —0,0335 

| 

| 
—0,0573 —0,0489 —0,0274 
—0,0457 —0,0377 —0,0200 
—0,0287 —0,0190 —0,0069 
0,0115 0,0254. 0,0063 
0.3269 (0,0281) 0,0810 0,0305 
—0,0143 0,0045 —0,0041 
—0,0929 —0,0698 —0,0320 
—0,0325 —0,0281 — 0.0162 
—0,0310 —0,0263 —0,0153 
—0,0276 —0,0222 —0,0185 
— 0,018 ~-0,0097 —0,0014 
0,0105 0,0251 0,0068 
0,3003 (—0,0547) 0,062 0,0213 
—0,1041 —0,0503 — 0,0159 
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Fiir andere Lastverteilungslangen kann der betreffende Wert der Grundlésung aus Abb. 3 
entnommen und zum Klammerwert hinzugezahlt werden, um den gewiinschten EinfluBwert 
zu erhalten. 

Wahrend durch die Uberlagerung der Auflagerkrafte die Symmetrieeigenschaft in der x- 
Richtung erhalten bleibt, geht sie in der y-Richtung hierbei verloren. Die Momenteneinflub- 
flaichen my sind aus den Zustandsflachen ermittelt. 


5. Eingespannte Plattenriinder. Aus den Lisungen wy der Abschnitte 3 und 4 lassen sich 
durch Summationsprozesse auf Grund ihrer fundamentalen Superpositionseigenschaft weitere 
Lésungen w’ der homogenen Differentialgleichung gewinnen, die am eingespannten Rand der 


Bedingung 


dw’ 0 Wo 

deeds on 

geniigen miissen. Die Lésung gestaltet sich besonders einfach in den Fallen, daB nur ein Rand 
oder zwei gegeniiberliegende Kanten eingespannt sind, wahrend die iibrigen Seiten den Navier- 
schen Randbedingungen geniigen. 


1. Die einseitig eingespannte Platte (Abb. 13). Die Koeffizienten des allgemeinen 
Lésungsansatzes 


’ Pad? 1 , : , , , 
Ww => 72 IN — [Am Gof ay + Bn Gina y + Chay Coj ay +7 


(20) 
+ Dnay’ Ginay’|sin ag sin ax 


sind fiir die Randbedingungen 


/ o / 
Abb. 13. Einseitig und w=0, my, =——=0 firy=b 
eingespannte Platte. ; 


zu bestimmen. 


Unter Benutzung der Gleichung (12a) erhalt man die Beiwerte 


An = 0, 
C ne Wom 
m l+abIgab—abGtgab ° (20a) 
Bn Fr ie Cm > Won 
Dy, = 1G Soa by. 


2. Die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten eingespannte Platte!. Der all- 
gemeine Lésungsansatz 


/ i 2 1 y , s / fg / , ’ , * . 
W = a Dy ar [mol ay + Bn Gina y’ +Onay' Gof ay’ + Dma y’ Sin ay'|sinaésinax (21) 
mu den Randbedingungen geniigen: 
he EU ent AU ae ee 
w = 0 und ae al ay langs der Kanten y’ = 0 und y’ = b. 


Mit den Werten der Gleichungen (12a) und (12b) ergibt sich 


Oom Sin ab — wpm ab 


Gr 


(oD ig 
Cee emas 
Sm aS. Cn — Wom > (21a): 
Wm = 0, 
Bm 
Sy ery: Jaby —CnCtgab. 


* Mit diesem Belastungsfall beschaftigt sich ausfithrlich A. Pucher, Ing.-Arch. 14 (1943) S. 246. 


todas 


a 
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Die Gleichungen (20) und (21) sind der Lésung (9) zu iiberlagern, um die allgemeinen Werte 
der einzelkraftbelasteten Platte im Falle 5 1) und 2) zu erhalten. 


3. Die Vierseitig eingespannte Platte. In diesem und dem folgenden Fall soll die 
Differenzenrechnung unter gewissen Modifikationen herangezogen werden. Zu diesem Zweck 
wird die Mittelebene der Platte in ein Netz sich rechtwinklig kreuzender Geraden geteilt. [hr 
Abstand sei gleichgro®B (dx=Ay=s). Die Differentialgleichung 


ae aw tw op 
0 xt 0x7 0 ¥ 


; 7) ae 


T 


geht dann in die dreizehngliedrige Formel 


20 we — 8 (wey + wi + wey, + wi) + 2 (wi) + wi_y + 


‘ 4 oe, 
+ W141 + Wi41) + (Wao + Wm + Wep2 + Wh) = a i) 


tiber; wx sind hierbei die Ordinaten der Biegeflache. Mit Ein- 
Mx, k-+-my,.k 

l+y»p 
sich die Differentialgleichung vierter Ordnung in die beiden 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


fiihrung des Begriffs der Momentensumme M;= spaltet 


02 M 0? M 
wil P> (23a) 
Abb. 14. Rechteckiges Gewebe. oy : a 
0? w 02 w M 
0 x? m Oye 2. NG? ey) 
denen die Differenzengleichungen 
4 My — Mx_1 — Mi— Mi.1 — Mi = prs?, (24a) 
M, 2 
4 we — Wry — Wl — Wei, — Wi = = (24b) 


entsprechen. 


Die Genauigkeit, mit der das Netz sich an die elastische Flache der Platte angleicht, wachst 
mit Verkleinerung der Teilung 4x, Ay des Gitters. Damit steigt aber auch der Umfang 
der Zahlenrechnung zur Liésung der linearen Gleichungen. Wahrend nach Marcus bei der 
freigelagerten Platte bei gleichformig verteilter Belastung eine Aufteilung in 16 Maschen 
gentigt, um die Momente mit einer Abweichung von rd. 4,5 % von den genauen Werten zu er- 
halten®, betragt der Fehler bei der eingespannten Platte mit einer Einteilung in 64 Maschen 
rd. 8% 3. Fir Einzelkraftbelastung schlagt Marcus ein Grundnetz von 64 Maschen vor und 
fiigt in dieses ein engmaschiges Gitter ein. Eine wesentliche Genauigkeitssteigerung 1aBt sich 
erreichen, wenn als Grundlésung zunachst die freiaufliegende Platte gewahlt wird. Die Nei- 
gungswinkel der elastischen Flache der Plattenrinder kénnen fir alle Belastungsfalle der Einzel- 
kraft aus den Gleichungen (9) bzw. (10) und (11) mit beliebiger Genauigkeit ermittelt werden. 
Fir gleichmaBig verteilte Belastung stehen ebenfalls rasch konvergierende Reihen zur Ver- 
fiigungt. Die Zusatzlésungen miissen dann die homogene Differentialgleichung AA w'=0 bzw. 


die ihr entsprechenden Gleichungen 


A? M', A? M", 
A xe A yy? a 0, (25a) 
A? w';, A? w';, M': 
Se) ee eS 2, 
FE Ty a (25b) 


1 H, Marcus, Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten. 
2. Aufl., Berlin 1932. — K. Beyer, Die Statik im Eisenbetonbau. 2. Bd. S. 680 u.f. 2. Aufl., Berlin 1934. 

2 H. Marcus, a. a. O. S. 50. 

3 H. Marcus, a.a.O. S. 154. 

4 A, Nddai, a. a. O. S. 120. 


a 
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mit den Randbedingungen 


eps A langs der Kanten x = 0 baw. a, 
0x 0% ; (26) 
~ = — oe langs der Seite y’ = 0 und 6 | 


erfiillen. Die Ordinaten w, sind beim Differenzenverfahren als einzelne Funktionswerte in- 
den Gitterpunkten gegeben. An Stelle des Differentialquotienten tritt der Differenzenquotient — 


ee WEtI— Wk=! (<2) w] — Wi 
dx /k VA ‘ dy /k 


Der Genauigkeitsgrad la8t sich noch verbessern, wenn zu dessen Ermittlung das Interpolations- 
verfahren! angewendet wird. Die Vielecke, in die die stetig gekriimmten Biegelinien der Platte 
fiir die einzelnen Schnitte x=konst. bzw. y=konst. bei der Differenzenrechnung iibergehen, 
werden hierbei durch Parabeln entsprechend hoher Ordnung ersetzt. Damit sind die Bestim- 
mungsgleichungen fiir die Werte w’ unempfindlicher beziiglich der Maschenteilung des Gitters 
geworden. Da die Werte 9 w/dx bzw. dw,/dy der freiaufliegenden Platte aus Reihenentwick- 
lungen, mittels Greenscher Funktionen und konformer Abbildung mit groBer Scharfe ermittelt 
werden kénnen, ist somit eine Verbesserung der Leistungsfahigkeit des Differenzenverfahrens 
zu erwarten. Wie am nachfolgenden Beispiel der eingespannten quadratischen Platte gezeigt — 
wird, gelingt mit diesem Verfahren eine Verringerung der Netzeinteilung von 64 auf 36 Maschen 
bei der gleichen Abweichung von 8% von den genauen Werten. 


Die Biegungs- und Drillungsmomente ergeben sich beim Differenzenverfahren fiir »=0 nach 


den Gleichungen 


N 
Mx,k =~ (— Wh_-1 + 2 we — Wey1)> (27a) 
Hye = au (-— wi + 2 we — wi), (27b) | 
N 
May, k = ~<a (Wi — Wi41 — Wi_1 + Wi41)- ! (27c) 


Fir die Berechnung der EKinspannmomente langs der Auflagerkante der Platte muB bei Ver- 
wendung der dreizehngliedrigen Gleichungen (22) das Gitter iiber den Plattenrand hinaus 
fortgesetzt werden. Die Genauigkeit des Ergebnisses ist damit wieder in hohem MaBe von der 
Maschenteilung abhangig, da ja im Bereich des Plattenrands die Wendepunkte der elastischen 
Flache liegen. Bei groBer Maschenteilung ist es deshalb erforderlich, an Stelle der Gleichungen 
(22) die fiinfgliedrigen Gleichungsgruppen (24a) und (24b) fiir die Momentensumme und die 


Durchbiegungen zu verwenden. Dann ergeben sich die Einspannmomente unmittelbar aus (24a). 


a) Interpolationsformeln. Zur Berechnung von Funktionswerten in der Nahe des 
Anfangspunktes wird zweckmaBig die Newtonsche Interpolationsformel? verwendet. Einer 
Anzahl] von Argumenten 4%, %, = X%y+S, %=%+2s...% =X +ns seien die Aquidistanten 


Funktionswerte w,....w;, zugeordnet. Fiir das Gebiet XySxSx-+ns gilt mit {i eae 


und | 


n=6 die Interpolationsformel 


Nwa=wet () +O) 444 D4 y+ OQ h+ O44, +O ah | 


° (2 Pet / Lia A2 xs / , oars ¢ 
mit A y= wy — wo; A = wg — 2, + gs 433 = w’, — 30’, + 3 w’, — wy usw. 


* Mit interpolatorischen Verfahren in Anwendung auf die Differenzenrechnung befaBt sich H. Hencky, | 
Z. angew. Math. Mech. 2 (1922) S. 58, sowie A. Koch, Die Berechnung biegsamer, unsymmetrisch eingeklemmter | 
und belasteter Platten mit Hilfe der ,,Theorie elastischer Gewebe mit interpolierten Randordinaten“. Diss. | 
Aachen 1929. Von durchgreifender Wirkung ist das Interpolationsverfahren erst dann, wenn in Verbindung 
mit seiner Anwendung die durch die Belastungen bestimmten konstanten Glieder der linearen Gleichungen | 


— im obigen Falle die Werte In im allgemeinen aus strengen Lésungen bestimmt werden kénnen. | 


* Fr, A. Willers, Methoden der praktischen Analysis, S.75. Berlin und Leipzig 1928. 


*« . 
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Den Neigungswinkel der Kurve im Punkte t—0 (Anfangspunkt) erhalt man zu 


d N(0) 
LS Seay a LEG] PO EE ee aly Bre Le = 8 IG / 
Fir w,=w;=0 wird 
dN (0) 
RaW Pes 6 wy — Sw’, 4 = w',— 2 w+ 2 w's (28a) 
und bei Symmetrie mit wi =w', wi=w’, 
diN (0) 8g ? 
Sai og Wor W's. (28b) 
Damit erhalt man den Neigungswinkel 
(ae) = 6 36 ay! ay, 1 ay! 9 
0% /x-0 a Ge ema woe hia) ee 


Fir die Ermittlung der Momente in Feldmitte wird an Stelle der Gleichungen (27a) und (27b) 
zur Erzielung einer gréBeren Genauigkeit die Stirlingsche Interpolationsformel! benutzt. Ihre 


zweite Ableitung lautet bei aquidistanten Funktionswerten w’ fiir das Gebiet x) x S x,+6s 
und w,=w,=0: | 


S™ (x3) = 


I / / 
3 (w ,—4w’, + 6w';—4w',4 w's) | 
5 


6 w’, +15 w’, — 20 w’, + 15 w’, — 6 w's) ] 2 


Bei Symmetrie gilt 


S43) = 5 [e's W's 2 (w"; — 4w', 4 3 ws) 4 a 6 ww’, + 15 w’, — 10 w's) J. (30b) 


Fir w, = w; + 0 ist der Ausdruck in der letzten Klammer um den Wert w;, zu erweitern (30c). 
Analog gebaute Formeln gelten in der y-Richtung. 


Zur Ermittlung des Drillungsmoments kann man die entsprechenden Interpolationsformeln 
fiir die Funktion zweier Variablen? benutzen, worauf hier nicht weiter eingegangen werden soll. 


b) Die quadratische, ringsum eingespannte Platte. Das Verfahren soll auf die 
quadratische, ringsum eingeklemmte Platte unter gleichférmig verteilter Last angewendet 
werden. Fiir diesen Belastungsfall kann eine Reihe von strengen Liésungen zum Vergleich 
herangezogen werden. Der Neigungswinkel der elastischen Flache der freiaufliegenden Platte ist 


m zi 


: Kos mit W. TBD 9 m It : 
0 Wo 4 py a 1 j Coj ay ( 5 Sin — + 2 bof — ) — ay Sin ay Coj 


0x zs IN m? ie 1 + Goj ma 


eae ye 


Gils Bee). 


Damit ergeben sich die Werte 


(Sir), = ononsa7 A, (G8), = 00118. (Faun = 00710 A 


Die Differenzengleichungen (25a) ergeben das Schema Tafel 8. 


1 Fr. A. Willers, a.a.O. S. 78 und 88. 
2 Fr. A. Willers, a.a.O. S. 99. 


66 Ohlig: Zwei- und vierseitig aufgelagerte Rechteckplatten unter Einzelkraftbelastung. 


Tafel 8. - ie Tafel 9. 

M, | M, | Mo | M, | Me | Mm; | Mir. Mz.) Mr, | Min 
4 | =f | —2 M;, =0 M, 45 Ps 26 
et 4 —2 0 M, = 15 x 1s 

| | , F A ‘ 

et! 4 ==) M; = TS 13 13 
ee 4 ai aL My, =0 M,= VE 13 26 
2 —2 A | =0 My = + 4 4 
| | 2 4 | —2M III =a) M, = Pd 26 3B 


Als Liésung erhalt man Tafe! 9. Nunmehr sind die Gleichungen (25b) aufzulésen (Tafel 10), 


wobei C= Be ist. Das Ergebnis zeigt Tafel 11. 
Tafel 10. Tafel 11. 

wy | wy | my | og | me | woe [=] My | My, C| Myyy-€ [M; Mi, |Mizz]-C 
Aid 9 ite $s os wi= | 0.44305 | 0,698.23 | 0,39719 
a 4 bu a is ey +s w,= | 0,65089 | 1,09172 | 0,60355 
| —4 4 | ae ais sy w,= | 0,72781 | 1,20710 | 0,661 25 
a1 de meet each has ve ah w,= | 0,34911 | 0,65829 | 0,396 45 
np ee aS 4 re : w= | 0,56250 | 1,0 0,562 50 
an 4. es <P ee w,=| 0,19860 | 0,39645 | 0,356.88 


Durch Einsetzen der Werte der Tafe! 11 in die Gleichungen (29) erhalt man aus (26) drei lineate 
Gleichungen zur Ermittlung der Unbekannten M;, M‘{, M_,;. Uhre Auflésung ergibt 

M, =—0,05178 pa?, 

My, =— 0,04339 pa?, 

M;7, =— 9,01916 pa?. 
Da langs der Auflagerkante (x=0) die Kriimmungen @?w/d y? verschwinden, stellen diese Werte 
fiir »=0 zugleich die Kinspannmomente m, dar.. Das Mittenmoment, errechnet nach der Stir- 


lingschen Forme! (30b), betragt mxz,;=— 0,019995 pa? und damit das endgiiltige Feldmoment 
Mx ne (6: 036 845-0,019995) pa? =0,01685 pa? (Tafel 12). 


Tafel 12. (Quadratische Platte.) 


Feld- Stiitzen- 
moment moment 


0,01775 pa? | —0,0515 pa? | Nddait 


0,0184  ,, 0,050 55s Leitz 

ORO20 9m — 0,054.46 ,, Lewe® 

0,01803  ,, —0,04737 ,, | Marcus* (64 Maschenteilung) 
RUMORS 4 i DADS GUY | Interpolationsverfahren 


(36 Maschenteilung) 


Die Biegewinkel 9 w)/dn einer Rechteckplatte infolge Einzelkrafthelastung sind aus den For- 
meln (9) baw. (12) zu bestimmen. Eine an beliebiger Stelle im Platteninnern angreifende 
Einzellast wird fiir die Zusatzlésung w’ durch Belastungsumordnung in vier symmetrische und 

LWA 7 Nada aa, Onno. 184 

2 A. Leitz, Z. Math. u. Physik 64 (1917) S. 270. 

3 


V. Lewe, Pilzdecken und andere tragerlose Eisenbetonplatten. S$. 48. Berlin 1926. 
4 EH. Marcus, a.a.O. 8. 154. 
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antisymmetrische Lastzustande zerlegt. Durch diese Lastumgruppierungen gelingt es, die 
Differenzenrechnungen auf-das in Abb. 15 fiir die quadratische Platte dargestellte eine Platten- 
viertel zu beschranken. 

Fitr die durch eine Einzelkraft in Feldmitte belastete quadra- 
tische Platte erhalt man die Werte: 


M;,=— 0,13085 P, Mj,;=—0,09303 P, M%,,=—0,01998 P, 


die zugleich die Kinspannmomente langs des Plattenauflagerlagers 
darstellen. In Feldmitte ergibt sich bei einer Aufstandslange von 
c=0,02 a fiir die Linienlast P das Moment Mz, 032582, Ps Fix 
dieses Moment kinnen Vergleichswerte nicht unmittelbar an- 
gegeben werden. Das gréBte Stiitzenmoment m,,r= —0,13085 P 
betragt nach der Lésung von Hencky! m,=—0,126 P, nach 
der Differenzenrechnung von Marcus? bei einer Einteilung der 
Platte in 64 Maschen m,=—0,1172 P. Die Abweichung von bb. 15. Vierseitig cingespannte Platte. 
dem Henckyschen Wert ist demnach noch nicht 4% grof. 


4. Die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten eingespannte quadratische Platte. 
Als wo-System dient hier die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten freiaufliegende Platte. Fir 
Einzelkraftbelastung an beliebiger Stelle der Platte geniigt wie unter 3. bei Belastungsumgrup- 
pierung in vier zu den Plattenachsen symmetrische und antisymmetrische Lastzustainde die 
Beschrankung der Berechnung auf ein Viertel der Platte. 

Zwei fiir die Anwendung besonders wichtige Falle sind 

A. Einzellast Pam Plattenrand. Wie im Abschnitt 4 erlautert, erfolgt die Berechnung 
zweckmaBig durch Trennung des Lastfalls in einen symmetrischen und antisymmetrischen 
Anteil. Die symmetrische Belastung ergibt sich aus (17) mit Xmn=2, wie ohne weiteres aus 
den Gleichungen (14a) und (14b) zu entnehmen ist; fiir die antisymmetrische Last gilt (18) 
mit Y,=2. Damit erhalt man im symmetrischen Fall 


S 2 Pa 1 ; 7 3 ue * . 
Caio =f [An Gof ay + Bnay Gin ay]sin a€ sin ox (Tr SS tlie ea OO) 
Hierbei ist 1 b 
wa ORAL ay an Gee (31) 
7 eae 
Goj a> 
Bei Antisymmetrie gilt entsprechend 
A 2)Pa* 1 x ; » tot BS 
Way > = [ Gn Gin ay+ Dnay Gof ay sin @ & singe. (mie Vs 2535)3 ni) (32) 
Z 1 Faden De 
mit Din = aoa Cn = =, Din (20 9 Sta gs) : (33) 
; b wD 
3 Cof a + ———- 
2 Cina 


Die hieraus errechneten Neigungswinkel der Biegeflache der quadratischen Platte fiir den Rand 


enthalt Tafel 13. 


Tafel 13. 
S a A Ty 
Punkt : Ho: ses 
0 x 0x 
y=0 |* 0.11016.” | 0 
b | | 
Z' | 0,115 66 0,034.013 od 
b | wT 
* | 0,13054 | 0,068 333 | 
: 116 onis0.17 0102 257 


1 H. Hencky, Uber den Spannungszustand in rechteckigen ebenen Platten. (Diss. Darmstadt 1913.) 
2 H. Marcus, a.a.O. S. 161. 


TOE ES 8 [PS ne ee 
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B. Einzellast P in Plattenmitte. Aus den Gleichungen (14a), (14b) und (15a) kommt 


Xe, S 


b 
2 


b 
(2 + ab Gtg ab) Gina : a5 Coj a 
Gin ab 


Nach entsprechenden Zwischenrechnungen erhalt man die Biegewinkel der quadratischen Platte 
langs des Randes x=0 aus Tafel 14. 


Tafel 14. 


0 w 
0x 
0,068 532 
0,065 366 Pe 


0,060 357 N 


0,055 066 


2 
j 
| 

wl oe who ols Oo 


Die Zusatzlésungen w’ und M’ miissen folgende Bedingungen erfiillen: fiir den Rand y= = ist 


dw’ 0 Wo 


m,=0, ¢,=0, fiir den Rand x=0 ist = 


Abb. 16. Zweiseitig eingespannte Platte. 


dx ee 
Im symmetrischen Lastfall (Abb. 16) werden zur Bestimmung 
der GréBen m, und qy langs der Kante y=> Hilfspunkte a, fp, y 


eingefiihrt. Aus den Gleichungen (25a) sind sodann die Momenten- 
summen MM}, als Funktionen der Werte M)}+M), und Me, 
zu bestimmen. Auf Grund der Beziehungen (25b) kénnen die 
Durchbiegungen w}+w, durch die Momentensummen M,~M,, 
ausgedriickt werden. Die Werte wi, wi, Wij, erhalt man ebenfalls 
aus (25b) in Verbindung mit der ersten Randbedingung, die die 
Elimination von w,, w; und w, gestattet. Darauf sind in den 
Gleichungen fiir'die Durchbiegungen w’ die Werte M|+M), durch 
die sieben unbekannten Momentensummen M7 bis M) zu ersetzen. 
SchlieBlich eliminiert man mittels der zweiten Randbedingung 
die Unbekannten M/, M; und M, und erhalt damit die Werte 


WW, als Funktionen der vier Unbekannten M; bis Mj, (Tafel 15). Zu deren Ermittlung 
steht die dritte Randbedingung zur Verfiigung. Mit Hilfe der Newtonschen Interpolations- 
formel (28h) ergeben sich damit folgende vier Gleichungen (Tafel 16), wobei fiir die Belastungs- 


glieder (0 w/d x) die °™ fachen Werte der Tafeln 13 und 14 eingefiihrt sind. 


Tafel 15. 

| my my myyy Myy 
w, 0,509 31 0,885 76 0,764 22 0,34071 
w, 0,748 79 1,405 36 1,269 71 0,576 14 
w, 0,824.65 1,574.35 1,442.39 0,658 62 
Ww, 0,442 88 0,894.56 0,798 61 0,363 96 
w, 0,702 68 1,388 69 1,301 61 0,607 02 
wi, 0,787 17 1,551.47 1,470 69 0,690 66 I 
w, 0,382 11 0,798 61 0,883 16 0,43612 { ~ 
w, 0,634 86 1,301 61 1,368 73 0,694.80 
w, 0,721 19 1,470 69 1,528 68 0,779 44 
w,, | 0,340 71 0,727 92 0,87225 ‘| 0,55913 
wi, | 0,576.14 1,214 04 1,389 60 0,820 22 
wi. | 0,658 62 1,381 33 1,558 88 0,901 18 
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Tafel 16. 
SS SS eT Sn ee a 
ase : . Fall A Fall B 
M, Mi Mir My ON dwy ON dw; 
Oe dx 
0,740 782 1,062 838 0,834 040 0,362 355 0,660 96 
’ D > 5 0,411 19 
0,531 408 1,161 196 0,911 396 0,395 942 0,693 96 | Pp 0,392 20 | ) 
0,417 019 0,911 429 1,151 706 0,519 844 0,782 24 % 0,362 14 a 
0,362 351 0,791 871 1,039 687 0,806 089 0,901 02 0,330 40 | 
Die Auflésung ergibt die Zahlen der Tafel 17. 
Tafel 17. 
Lastfall A Lastfall B 
M;, | —0,10162 | —0,20532 
Mj, | —0,14473 | —0,14723 | 
; ale 
Mi;; | —0,25881'| —0,10893 | | 
Mi, | —0,59610 | —0,03245 


ZU IMNx(Q, 9) = 


Im Saavnunntrecheyi Fall fiihrt eine ahnliche Rechnung auf die Ermittlung von drei un- 
bekannten Momentensummen My, Min und M/,,, mittels der in Tafel 18 und 19 angegebenen 


Gleichungen. Die Durchbiegung w;, w3, w; sind fiir diesen Lastfall Null. Damit ergeben sich 


die Werte 
M;,=— 0,12187 P, Mj,,;=—0,28300 P, M;,=—0,65910 P. 
i Tafel 18. Tafel 19. 
Myr myr my V M I M TIL 
w, 0,14953 | 0,14365 | 0,12916 0,348 400 | 0215073 | 0,152 867 
w, 0,15083 | 0,19438 | 0,20118 0,212 860 | 0,491834 | 0,371 522 
w, 0,145 30 | 0,20514 | 0,222 92 0,133919 | 0,323543 | 0,767199 | 
w, 0,14055 | 0,27201 | 0,27889 
Wy 0,19069 | 0,34332 | 0,41240 7x C 
Ww, 0.20192 | 0,35936 | 0.45045 
Wo 0,11280 | 0,25356 | 0,467 94 
Wry 0,18252 | 0,38645 | 0,633 64 
Wio 0,20627 | 0,42683 | 0,67897 


6N gwd 


PE ea 
| 0,204.078 
| 0,409998 | x 
0,613 542 | 


iP 


Unter Benutzung der Stirlingschen Interpolationsformel (30b) erhalt man mit Hilfe der 


Tafeln 15 und 18 die Momente m’ in Plattenmitte. Die endgiiltigen Momente m” fiir die durch 
eine Einzelkraft am Rand belastete Platte ergeben sich dann aus 3[A)+ B)]. Mit der Addition 


dieser Werte zu den m -Momenten (Abschnitt 4) sind damit die Feldmomente m=m,+m” 
der Platte bestimmt (Abb. 17). Das Moment in der y-Richtung betragt in Feldmitte my (2,0) 
2 


=—0,0553 P unter Anwendung der Formel (30c). 


Fur die in Plattenmitte (*=+,, y=0) angreifende Einzellast folgt aus analogen Rechen- 


operationen der Wert fiir das Feldmoment zu mx(«,9)=0,2981 P, fiir das Stiittzenmoment (Tafel 17) 
—0,2053 P. Das Biegemoment in der y-Richtung ist nach (30c) my(#,0)=0,3177 PR: 


Fir die zweiseitig freiaufliegende quadratische Platte betragt das Moment m, in Feldmitte 


bei Belastung des Plattenrandes (Tafel 7) m,(0-b) =0,955 P (= = 0,02). 
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Vergleicht man hiermit das Moment des freiaufliegen- 


1k ; 
den Balkens von der Spannweite a (m ="), so ergibt 


4 
sich die ,,Verteilungsbreite B aus 
12 re aR Dak as 
iB = 0,955 RP; (Bea £.0,955 0,26 a. 


Fiir die zweiseitig eingespannte Platte gilt: 


a) Feldmoment: = 0,788 P, Br—0,l4a, 
b) Stittzenmoment: — == )562 0 bs 02 0ias 


(4-002) 
Steht die Einzellast in Plattenmitte (x = — Bee 0) , so 


-poe7e sind die entsprechenden Werte 
a 


fiir die freiaufliegende Platte 


By= =~ = 0,59 a, 
Abb.17b. S/y/zenmoment My Seba eae) 
fiir die eingespannte Platte 

Br= — 042 a Bs 


a 


8+ 0,2981 


a 


8. 0,2053 == 0:0 bea, 


Ermittelt man bei mehreren neben- und hintereinander 


stehenden Einzellasten somit in der iiblichen Weise zu- 


nachst die Momente St wie beim einachsigen System 
(Balken) unter Einfiihrung der Gesamtbreite b der Platte, 
so kann man zu einer einfachen, fiir praktische Zwecke ge- 
niigend genauen Abschatzung des zweiachsigen Spannungszustandes der eingespannten Platte 
gelangen, wenn mit Hilfe der EinfluBflachen fiir die freiaufliegende Platte (Abschnitt 4) die Ver- 
teilungsbreite B) durch Vergleich mit dem Gesamtmoment St) des freiaufgelagerten Balkens 
bestimmt wird. Die Breite By ist im Falle der eingespannten Platte fiir die Feldmomente auf 
rd. 60%, fiir die Stiitzenmomente auf 80% zu reduzieren, die mit dieser neuen Breite B aus 
den Momenten tg des eingeklemmten Balkens zu ermitteln sind. Teilt man die gesamte Platten- 
breite b in zwei Randzonen je von der Breite b, =0,25 6 und eine Mittelzone der Breite b,=0,506 
und bestimmt hierfiir jeweils die entsprechende Verteilungsbreite B, auf die oben dargelegte 
Weise, so gilt die obige Reduktion fiir den Randstreifen. Fiir die Mittelzone geniigt bei der Er- 


. : : , : 2 
mittlung des Feldmoments eine Verringerung der Verteilungsbreite auf 2 By). Das Moment my 


in der Querrichtung kann mit dem Wert der freiaufliegenden Platte auch fiir die eingespannte __ 
Platte ittbernommen werden. Auf diese Weise wird seiner VergréBerung bei Einfiithrung der 
Querdehnung y in gewissem Sinne Rechnung getragen. Diese zunachst nur fiir das haufig 


auftretende Lastaufstandsverhaltnis — = 0,02 des Feldmoments giiltige Reduktion wird inden 


meisten Fallen zur Abschatzung der Beanspruchung ausreichen, weil im allgemeinen die Ein- 
wirkung einer gréBeren Anzahl von Hinzellasten zu beriicksichtigen ist, deren Anteil am Moment 
genau genug aus ihrer Punktbelastung errechnet werden kann, da sie nicht unter der singularen 
Stelle der EinfluBflache liegen; ihr Einflu® wirkt um so mehr,,lastverteilend“‘, je weiter sie von 
dem betrachteten Querschnitt in Feldmitte entfernt sind, 


uy 
re 
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6. Schlu8. FuBwege werden bei Plattenbriicken meist als diinne Kragplatten aus der Fahr- 
babnplatte seitlich ausgekragt. Sie erzeugen somit lings des Plattenrandes eine Linien- 
last, deren Wirkung aus den EinfluBflachen der Tafel 7 bzw. allgemein aus der Gleichung (19) 


fir €= > = +5 berechnet werden kann (Abb. 12). Das auSerdem vorhandene, langs der Kante 
_ y =0entstehende Kragmoment m, laBt sich in seiner Wirkung auf die zweiseitig freiaufliegende 


Platte mit dem Ansatz 


4 my, a 


1 ; 
me SeaNe y eo {2m oj ay’ + Gin Sin ay’ -- Gm ay’ oj ay’ ae Din ay’ Sim a y'| sIn aX (34) 
(iets 35 x-avcra) 


erfassen. Mit den Randbedingungen 


(nas 4 mj, Ly ont : i E 
my Z >: my Stn aX (it = D395 5 eh 
qy = 0 fiir 4:0; 
i, =O), 
2 Gy =O fiir y) 2.5 
erhalt man die Beiwerte 
1 
POF Gs tan) 48 
3 — €iIg" a Nee 
Em = Bm = — Dn |” (1 — Cig? ab) + Ctgad]  (m=1,3,5,...) | (35) 
SS San = Ah 


Damit kénnen die Biegungsmomente dieses Lastfalls fiir die auf zwei gegeniiberliegenden Seiten 
freiaufliegende Platte berechnet werden. Fiir die eingespannte, zweiseitig aufgelagerte Platte 
lassen sich die Ergebnisse des vorigen Abschnitts sinngema® verwenden. 


In konstruktiver Hinsicht wird man bei weitgespannten, hochbeanspruchten kontinuierlichen 
Plattenbriicken die Kragplatten iiber den Mittelauflagern durch Querfugen trennen, um eine 
Mitwirkung und damit eine RiBbildung dieser Platten auszuschlieBen. 

é 

(Eingegangen am 17. Juli 1944.) 
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Uber die Beriicksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten. 


Von H. Hencky in Gustavsburg. 


1. Einleitung. Die naheliegende Aufgabe der Berechnung der Biegelinie von Platten und 
Balken unter Beriicksichtigung des Einflusses der Schubverzerrung hat noch keine einwand- 
freie Lésung gefunden. Die in der Technik ithliche Berechnung einer zusatzlichen Durchbie- 
gung kann nur fiir den Fall eines freigelagerten Balkens mit gleichmafig verteilter Belastung 
den Wert einer groben Naherung beanspruchen und ist nicht geeignet, diese Frage zu klaren. 

Es ist zunachst klar, daB der Einflu8 der Schubverzerrungen bei stark wechselnden Last- 
konzentrationen entsprechend wachst. AuBerdem hat die Annahme der gewéhnlichen Theorie, 
da8 die Normalen zur Plattenmittelflache auch nach der Verformung normal bleiben, etwas 
Unbefriedigendes. Um diesen Komplex von Fragen und Unklarheiten einmal aufzulésen, stellen 
wir uns die Aufgabe, eine nicht zu dicke ebene. Platte hinsichtlich ihres Verhaltens gegeniiber 
veranderlichen, aber stetig verteilten Lasten zu untersuchen. 


2. Das Prinzip der virtuellen Arbeit und sein Nutzen bei derartigen Untersuchungen. Ganz 
wie in der Dynamik des Lagrange gehen wir vom Kinematischen aus. Die Normale zur Mittel- 
flache sei zur z-Richtung gewahlt, dann machen wir zur Darstellung der Verformung den fol- 
genden Ansatz: 

2 


Ug h W(x ¥)s 


v=— + 4(%,y), (1) 


w= 9(x,¥); 


w, %> p sind drei unbekannte Funktionen von x und y; u, v, w sind die elastischen Verschiebungen 
eines beliebigen Punktes der Platte. 


DaB die Verschiebungen w unabhingig von z angenommen sind, ist nur dann unbedenklich, 
wenn die Normalspannungen zur Plattenoberflache verglichen mit dem durch die Lasten her- 
vorgerufenen Spannungszustand vernachlassigbar klein sind. Man kann dann die Platte in 
parallele Schichten zerlegt denken, die man hinsichtlich der Normalspannungen nach 
den fiir ebene Spannungszustaénde geltenden Regeln behandeln kann. 


2 7 
Setzt man oes py aloene tas Oct Bae 
m*— |] m 
so erhalten wir aus dem Hookeschen Gesetz wegen 
Ee Em du 1 (“+ Ov co) =0 
m+1 0x m—2\0x OY 02 


das Elastizitatsgesetz 


du om day | 
De 
re EM oh (2 4 be), Q) | 
Ro Apne 
poe 


Die Spannung o; kann auf Grund des Elastizitatsgesetzes nicht bestimmt werden, sondern muB 
durch die statischen Bedingungen des Problems gegeben sein. 


XVI. Band 1947. Hencky: Uber die Beriicksichtigung der Schubverzerrung in ebenen Platten. _ 73 
a CHEN Patten, 


Durch Kombination von (2) und (1) erhalten wir jetzt die Spannungswerte in der Platte 


i pA Ghana ED 

we =e Se 

ae Oe dae 1 eG) ¥ 
i EN eae 

PDN psc a PY 
Pose vat (3) 
eres mat? aa 

"\ OM NIB ax/’ 

ies ,m—Il1/dyp 0x\ 2 
Ske eae Gaeera iy 


Die Spannungswerte tx und ty verschwinden bei der klassischen Plattentheorie; hier werden 
sie nur von x und y abhangig, so da nunmehr wenigstens der mittlere Wert des Schubes in 
die Rechnung einbezogen wird. Auf der Ober- und Unterseite der Platte sollen keine Schub- 
spannungen wirken. 

Mit dieser Oberflachenbedingung sind nun aber unsere Gleichungen (3) im Widerspruch, 
denn die tx und t, sind danach nicht mehr Null. Beim Anschreiben der virtuellen Arbeit muB 
aus diesem Grunde der vollstandige, aus Oberflachenarbeit und innerer Arbeit bestehende 
Ausdruck gesetzt werden. 


Wir wollen folgende Bezeichnungen einfihren: 
(Px)a, (Py)a, (P:)a belastende 4uBere Randspannungen, 


(P:x)i, (Py)i, (P:)i die sich aus den angenommenen u,v, w und dem Elastizititsgesetz er- 
gebenden Randspannungen, ferner die ,,Gleichgewichtsbedingungen“‘ 


te LS Sort eae 


ax dy Oz” 
0 Tz i 0 Oy 0 Tx 
= 4. 
Li ax 1 dy Si ae (4) 
Tne 0 Ty r 0 Tx 0 Oz 


Ae UT i 
Dann lautet die Gleichung der virtuellen Arbeit 
Sf AO [(Px)o—(P2)]u+ [(Ps)a— Fue P.);] dw} 
+S ff dV {Lréu + Tirou+ i = 


Hat man die genaue Lésung fir u,v, w, dann ist 


(Px)a =(Px)iy (Py)a = (Py)ir (Pala = (P2)ir 
Ly = Ly = Li = 0 


beim Fehlen von Volumen- oder Massenkraften. In der technischen Mechanik stehen uns aber 
genaue Liésungen meist nicht zur Verfiigung. Setzt man nun ein willkirliches System u, v, w, 
so sind die (Pz)a— (Px) +». Ir... eben nicht Null, sondern stellen unvermeidliche Fehl- 
spannungen bzw. Fehlvolumenkrafte vor. Schranken wir nun die kinematischen Méglichkeiten 
der u,v, w durch entsprechende Annahmen, wie sie z. B. in unserer Gleichung (1) vorliegen, ein, 
so wird es trotzdem méglich, das Arbeitsintegral aus allen diesen Fehlspannungen bzw. Fehl- 
kraften zum Verschwinden zu bringen. 

Insbesondere bei einer Platte haben wir die Gleichung der virtuellen Arbeit zunachst in 


der Form 
SLU Ty)a — (Ty)i )i] du (- - Se are Wal os (ty) ]Ou(. = - its 

+ [(tx)a —(t x) ]Ov(2= +4) — [(Tx)a — (Tx)i] OU(s=- es | 

ie [(a:)a — (0:)i] 0 w (: = eat 


[(dz)a — (Gz) i] Ow (: = _ 4) \dx dy + 
+ fff {Lr6u+ Lidv+Lindu} dx dy dz=0 


- RF rey 6 te ee ee eee Aah hi 
f i Ps sae a] oe 
1 =I n e fs A * 43 
# ca | 
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AuBere Spannungen (Tx)a, Ty)a nehmen wir nicht an, ferner 


(0:)e(.- +4) =P (Gye (2 2) = 0. 


Die inneren Spannungen, die wir aus dem Elastizitaétsgesetz bekommen, miissen wir hinnehmen. 


_s 


Wir setzen nun die Werte aus (1) und (3) 


du(.- es OU (.- eves OWs 
OV (. = 4 ele Ov (. = Eh eei Oy, 
(oz)i= 0 


in (6) ein und erhalten 


Bh USES Bae 
t+ Sff(-E Oy br aoa Lur6p) dx dy dz = 0. 


Da sich die Integrale iitber z auswerten lassen, kann man die Gleichung in folgender Weise 
schreiben: 


fe y 0p ,m— 1 0p 
le is Gr ve Eee a Gs ay 12h 
(6a) 
+ pdp—dypf Li5- by fine ds + dp/f Lid] dx dy = 0 | 
und in etwas anderer Ordnung: 
JD si Aer G i) flr 5, a | 
Bae OLD) z 
—0% jE, es (2 7) f Ling, ax | + (6b) 


+d0[fLinde+p |\ dx dy, = 0. 


Wegen der Unabhangigkeit der Variationen dy,67,0qy miissen dann die drei Gleichungen 
gelten 


,m— 1 oe 
E Sian (y—h5*) + fLizde=0, (1) 
Rel a 4 
Ba! (OA) +S nede0 a 
x Sf Lin dz+p=0. ; ed 


Die hier vorkommenden Integrale lassen sich noch etwas weiter umformen. Es ist 


flrs dz= f (42 ! 0 Tz oe a de 


0x ay 3 
+ h/2 
ey (06x ie 0 Ts eh, 0 Ty 5 
iz ee sa) ade t fs de 
* — h/2 


Hier ist aber nach (3) 


ae iter ap 
- adic iB am \" hes): 
Durch Einsetzen in (1) kommt daher ; : 
0 Ox 0 Tz 
(iret ee ‘ 
und analog 
0 Tz 0 Oy 
Placa yy ee fe One (II) 


al 


ir 3 


- Aad ve , és i i 


erte gates Gand: is aus s (I) und (11) in die poe Gleichung (4) ein, so wird 


es : 7 0" Ox On te 0 Oy 
Ree as fg Re aa ae dst p=0. | (II) 


Damit sind die Paves Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen Wo X,Y ge- 
-funden. Alle drei gelten unverandert auch fiir den klassischen Ansatz der Plattenthcorie, Nur 
_ dienen in diesem Fal! die Gleichungen (I) und (LI) bloB dazu, die in diesem Fall statisch be- 


stimmten Scherspannungsresultanten zu ermitteln. 


3. Die Differentialgleichungen fiir die dicke Platte. Durch Einsetzen der Spannungswerte (3) 
erhalten wir 


% pei “09 Eth? / 0? yp m—1 yp m+1 dy 
ee ees 

ey, ae ee 2 Vaca? SER | ard ok eas (7) 
. : itil ( cea ) fos Eh? & RO hs wees Mya a m+] oy ) 

; ae se Im \*% ay ‘ Ke Oy Vlen2inie ela: a 2m dxdy/’ (iT) 
G 1 Oe et Ly Gok Ek On fide pe aa 

2 |; ml gx a ay ) ft i fee r a poe Ch) 


“In dieser Form ist nicht ohne weiteres zu sehen, wie man von diesen Gleichungen zur klas- 
-sischen Plattengleichung kommen kann. Wir climinieren daher aus (1) und (II) zunachst P, 
indem wir nach x baw. y differentiieren und abziehen: 


Sy lia dy Sh E ey an) 4 3° ($2 4 )| _ 
q Oy ax WlLde@lay aa) dy lay ax/]° (la) 
3 
Di ifferentiieren wir andererseits die Gleichung (I) nach oy 5s a , die Gleichung (II) “nach 
a Fara und addieren, so erhalten wir 


go a ae a4 ee $ ue ee ye ee aan 
= oe 0x2 ae eres dat | Oy? / , Ee obs Buea, | 
7 p2 4 4 . 4 r) 0 
Plat tot EGE Dh | 
TD) Riz Gani es 0¥ 0x2 Oy? ay dy¥*\ dx 0¥ 


Differentiieren wir andererseits die Gleichung (III) zweimal nach x und y und addieren (La- 


(Ifa) 


: 


3 


4 

a -placesche Operation), so erhalten wir 

; Rat ftp OH a4 BO) ea Ns ROY LOA DEA gh OP « 
12 peal oe aoe ee wie aes med dx | ay?” (TET) 
ee von (ILa), (IIfa).und (IIT) ergibt schlieBlich die von y und y freie Gleichung 


; » 


EVR? £04 eel oe |= RET yee tae oa aah 
12 ‘Sex aE Cree: Te Pernice, eck) 48.02 on 


Plattentheorie verwenden, wenn das Verhaltnis der Dicke zur mittleren Plattenscite klein ist. 
Zuvor wollen wir aber diese Gleichungen auf cine etwas einfachere Form prec Es ergibt 


2 


Wins ~ das Zeichen A 


- sich dabei ein Vorteil in der Schreibweise, wenn man fiir die Operation ——, 


E 
4 - Die drei Gleichungen (La), (III) und (IITb) kann man nun zum Ubergang zur klassischen 
‘ 
, 
; 
4 
: 
a 
g 


ox? 
setzt. Die drei Gleichungen lassen sich dann in folgender Form eee 
ay ax. Ls eS st eae : ; 
SE eet eee ay eae (Ie) 
aus (111) durch Anderung der Differentiationsfolge 
Eh Oy OX | 
4 eV ops i 
3 a 4(get oe ite? 
-: : 
_und schlieBlich noch mit (IIIb) 
E’ he eek n . i 
: Fe Oe Pah ge Pk (I1Le) 


‘ Ls > IA Pal Carey 
ss ma. 
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OID IS ee ee 


Bei kleinem h kann man nun dieses System vereinfachen zu 


oe aL sh) uae, 


1207 Nig 2S ay E’ 
E’h8 
rt A 


Man kann dann eine neue Funktion @ einfiihren, um wenigstens die erste dieser Gleichungen 
von vornherein zu befriedigen: 


yahie, We ania 


Damit wird aber die zweite Gleichung identisch mit der dritten, d.h. @=y, womit der An- 
schluB an die klassische Theorie vollzogen ist. 


Die Vernachlassigung der Glieder mit h kann unzulassig werden, wenn man konzentrierte 
Lasten hat. Beachtenswert ist, daB in der neuen Theorie die Bildung der Spannungsresultanten 
und -momente sich eriibrigt. Das Gleichungssystem (3) gibt iiber alle Spannungen Aufschluf. 
Die Spannungen hangen aber nicht mehr unmittelbar und hauptsachlich von p ab, sondern 
von y und y. Dies hat zur Folge, daB z. B. bei der eingespannten Platte mit konstanter Last 
sich das gleiche p ergibt wie in der klassischen Theorie, die Randspannungen werden aber héher. 


4. Zusammenfassung. Ausgehend von einem kinematischen Schema wird eine Methode 
entwickelt, welche es méglich macht, den AnschluB der technischen Festigkeitslehre an die 
mathematische Elastizitaétstheorie zu bewerkstelligen. Ganz wie in der Methode von Lagrange 
nur mit Kinematik und Energiebegriff gearbeitet wird, werden die Gleichungen aus dem Prinzip 
der virtuellen Verschiebungen hergeleitet!. 


Die Randbedingungen brauchen dabei nicht von vornherein im kinematischen Ansatz schon 
befriedigt zu sein; das Verfahren ist so geartet, dafB man das Optimum der Naherung, das 
sich mit dem gewahlten Ansatz iiberhaupt erreichen lat, auch wirklich erhalt. Von grofer 
praktischer Bedeutung wird die Schubkorrektion dann, wenn es sich um J-Profile handelt. Der 
Kinflu8 kann bei handelsiiblichen Formen 10 bis 30% betragen. 


(Eingegangen am 29. November 1944.) 


* Fir wertvolle kritische Anregung bei der Behandlung derartiger Probleme bin ich Herrn R. Kappus zu 
Dank verpflichtet. , 
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